
Outils mathématiques 1Examen du 14 déembre 2004Durée : 2 heures.Tous douments autorisés.La larté des réponses sera prise en ompte dans la notation ; you may answer in English.Les deux parties sont indépendantes.1 Partie I : Interpolation et approximation (10 pts)On a vu en ours des méthodes permettant d'interpoler ou d'approher un ensemble de points ordon-nés P0, . . . , Pn par une ourbe lisse. Celles-i permettent notamment de lisser une ourbe linéaire parmoreaux (la ourbe est dé�nie omme la suite des segments PiPi+1).En 3D, il existe également des méthodes permettant de lisser une surfae polyédrique. On s'intéresseraii uniquement aux maillages triangulaires : une surfae S est dé�nie omme un ensemble de sommets,d'arêtes et de faes triangulaires tels que toute arête de S a pour extrémités deux sommets distintset ne ontient pas d'autre sommet, tout triangle a pour arêtes trois arêtes distintes et son intérieurn'intersete auune arête ni ne ontient de sommet, et deux triangles quelonques soit ne s'intersetentpas, soit s'intersetent en un sommet ommun, soit s'intersetent le long d'une arête ommune.Shéma de subdivision de LoopEn 1987, Charles T. Loop a proposé dans son mémoire de Master la tehnique de subdivision suivante.Soit S = S0 la surfae initiale, aussi appelée maillage de ontr�le. Chaque fae de S est divisée en quatrepar insertion d'un nouveau sommet sur haque arête de S (voir �gure 1).
Figure 1: Subdivision d'une fae selon le shéma de Loop.La position d'un nouveau sommet N1
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(voir �gure 2 (b)). n désigne le nombre de voisins, ou valene, du sommet P 0
i , et α(n) est un nombre àaluler. Les P 0

v(k), 1 ≤ k ≤ n, sont les sommets voisins de P 0
i .
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(a) (b)Figure 2: Masques pour le shéma de subdivision de Loop.On dé�nit ainsi une nouvelle surfae S1, dont les sommets sont les N1
i,j et les P 1

i et qui omprend 4 foisplus de faes que S0.On peut ensuite itérer le proessus : à l'étape k, on rée une surfae Sk dont les sommets Nk
i,j et P k

i sontdé�nis à partir des sommets P k−1
j de la surfae Sk−1.1. Le shéma de Loop orrespond-il à un shéma d'interpolation ou d'approximation ?2. Quelles valeurs peut-on donner à αn pour avoir onvergene, 'est-à-dire pour qu'il existe une sur-fae limite lorsque le nombre d'itérations k tend vers l'in�ni ?Indiation : On pourra étudier la onvergene de la distane entre un sommet P l

i de Sl et son�suesseur� P l+1
i sur Sl+1, et poser Ql
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v(k).Remarque : On peut prouver (mais on ne vous le demande pas ii) qu'en posant αn = 3
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64 , on onverge vers une surfae C2 presque partout.3. Quel est le prinipal avantage d'un shéma de subdivision omme elui de Loop pour générer unesurfae lisse, par rapport à un produit tensoriel de ourbes splines ?4. A votre avis, quel est l'intérêt de faire dépendre le masque de la valene des sommets ? Justi�ezvotre réponse.5. Expliquer en quoi le shéma de subdivision de Loop peut être utilisé pour faire de l'analyse multi-résolution de surfaes.
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2 Partie II : Position, orientation et mouvement (10 pts)2.1 Rappels de dynamique du solideCette setion ne omporte pas de question.Soit un solide S, de entre de gravité G et de masse m, soumis à un ensemble de fores extérieures −→F età une rotation d'axe −→u et d'angle θ (voir Figure 3).
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Figure 3: Solide S soumis à un ensemble de fores extérieures −→F .Le Prinipe Fondamental de la Dynamique donne, d'une part :
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F (G) = m−→a (G), (3)ave−→a l'aélération du mouvement (le entre de gravité du solide se omporte omme un point matériel),et d'autre part :
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−→u la vitesse angulaire du solide par rapport à son axe de rotation.2.2 Intégration du mouvement d'un solideLe alul de l'évolution de la position de G au ours du temps peut se faire de manière approhée grâeau shéma d'Euler : omme −→a = d−→v
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, on peut aluler la position x(t + dt) de G à toutinstant t + dt à partir de sa position x(t) à l'instant t.On souhaite appliquer le shéma d'Euler au alul de l'orientation, grâe à la relation 4 et au fait quela rotation d'axe −→u et d'angle θ(t + dt) est la omposée de la rotation d'axe −→u et d'angle θ(t) par la3



rotation d'axe −→u et d'angle −→w (t)dt. Le problème qui se pose est elui de la représentation des rotationspour e�etuer es aluls.1. Représentation par matries de rotationQue pensez-vous de l'idée de représenter les rotations et les vitesses angulaires par des matries ?2. Représentation par veteurs rotationOn déide de représenter la rotation d'axe −→u et d'angle θ(t) par un veteur rotation −→r (t). De lamême façon, on représente la vitesse angulaire −→ω (t) grâe au veteur rotation −→
dr(t) = −→ω (t)dt.(a) Quelles seront les aratéristiques (norme, diretion) de −→r (t) ?(b) On se plae dans le as des petites rotations : sin θ ∼ θ, cos θ ∼ 1. Montrer que le veteurorrespondant à la omposée de la rotation d'axe −→u1 et d'angle θ1 par la rotation d'axe −→u2 etd'angle θ2 vaut approximativement θ1

−→u1 + θ2
−→u2.() Qu'en déduisez-vous pour le alul de la rotation d'axe −→u et d'angle θ(t + dt) ? Quels sont lesavantages et les inonvénients pour notre problème de ette représentation ?3. Représentation par quaternionsOn déide maintenant de représenter la rotation d'axe −→u et d'angle θ(t) par un quaternion unitaire

qt.(a) Montrer que le quaternion unitaire qt+dt représentant la rotation d'axe −→u et d'angle θ(t + dt)peut s'érire omme le produit de deux quaternions unitaires qu'on donnera.(b) Que pensez-vous de ette représentation, par rapport aux préédentes ?4. Composition des rotationsOn note R0 = (O,
−→
i ,
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j ,

−→
k ) le repère du monde et R1 = (G,−→x ,−→y ,−→z ) un repère assoié au solide

S. Soit P0 un objet pontuel tournant autour de S selon une rotation d'axe −→x et d'angle α (voir�gure 4). Quel est le mouvement de P0 dans R0 ? On justi�era soigneusement les aluls.
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