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Ce cours est une introduction aux techniques permettant de définir les mouvement de points
et solides dans ’espace. Il se compose de quatre séances d’1h30 :

1.

rappels mathématiques (algebre linéaire, géométrie euclidienne, matrices)

2. positionnement (repeéres, rotations, chaines cinématiques)
3.
4

. cinématique inverse (contréle de mouvement)

cinématique (vitesses et accélérations, lois de composition)
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Chapitre 1

Rappels d’algebre linéaire

1.1 Structures

1.1.1 Groupes

Définition Exemple

Ensemble Z

muni d’une loi de composition interne | +

associative a+(b+c)=(a+d)+c
munie d’un elément neutre a+0=a

tout élement a un symétrique a+(—a)=0

Si 'opération est commutative (a + b = b+ a) alors le groupe est dit commutatif.

1.1.2 Espaces vectoriels

Définition Exemple
E est un espace vectoriel (EV) sur K si R3 EV sur R

—

FE a une opération interne qui lui confere une | R, +
structure de groupe commutatif

FE possede une operation externe tq : multiplication scalaire par vecteur

A(px) = (Ap).x
AN+p)x = dz+px
AMz+y) = dx+ Ay

l.x = =z (element neutre)

1.1.3 Sous-espaces vectoriels

combinaison linéaire: Une combinaison linéaire d’une partie A de E est : Y . A\ia;, avec
a; € A

sous-espace vectoriel (SEV): Un sous-espace vectoriel de E est une sous-ensemble de E
stable par combinaison lineaire.
Exemple : une droite vectorielle est un SEV de R3.



SEV engendré par une partie A de E: L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs
de A.

Exemple : plan Vectorlel engendre par deux Vecteurs non cohnealres

somme de SEV E1 et Eg de E E1 + ng {r+y; = €E1,y EEQ} La somme de deux
SEV est un SEV. L’intersection aussi. Si I'intersection de deux SEV est nulle, la somme est dite

directe et notée F1 @ Fy
Exemple dans R? : la somme de deux droites vectorielles distinctes est directe et ¢’est un plan
vectoriel.

1.1.4 Systémes de vecteurs, bases

systéeme de vecteurs: ensemble {z;, i € [} ou I est un ensemble fini de cardinal p, appelé
ordre du systéme

systéme linéairement indépendant: systeme de vecteurs dans lequel Y ¥ \iz; = 0 =
Vi =0

systéme lié: systéme non linéairement indépendant

base d’un EV: systéme libre {e;, ¢ € I} de vecteurs de E tel que pour tout élément x de
E il existe une decomposition unique x = . ; Aie;

base orthonormée: Base dont tous les vecteurs sont orthogonaux deux a deux (orthogo-
nalité définie en section 1.2.3).

base orthonormée directe: En dimension 3, base orthonormée dont les vecteurs sont
orientés comme le pouce, l'inde et le majeur de la main droite. Par extension, base construite
(ou constructible) par produits vectoriels successifs. (produit vectoriel défini en section 1.2.4).

rang d’un systeéme: Le rang d’un systeme vaut r si :

— il existe un systeme libre extrait de r vecteurs

— tout systeme extrait de r + 1 vecteurs est lié

EV de dimension finie: EV qui admet une base de rang fini. Toutes les bases d’un méme
EV sont de méme rang, ce rang est appelé dimension de I’espace.

composantes: Si n est la dimension (finie) d'un EV et B = {e;, i € [1..n]} une base, on
peut définir un Vecteur xr = ZZ | T;e; par ses composantes dans la base By = (w1,...2,)7

codimension: Si E1 et Eg sont deux SEV de E tels que E1 &) Eg E alors la dimension de

E2 est appelée codimension de E17 et réciproquement.
Exemple : dans R3, la codimension d’une droite est 2, la codimension d’un plan est 1.
hyperplan: SEV de codimension 1

1.1.5 Espaces affines

Soit E‘ un espace vectoriel. Un ensemble E est un espace affine (EA) associé a E s’il existe
une application ¢ telle que

~ Y(M,N,P) € E3p(M,N) + ¢(N, P) = ¢(M, P) (Chasles)

~ VM eEvweEIN € E: o(M,N) =v

~ V(M,N) € E?p(M,N)=0= M =N
On note (M, N) MN.

sous-espace affine: F est un sous-espace affine de E si F est un espace affine associé a un
SEV E de E On dit que E est la direction de F.



SEA paralleles: SEA ayant la méme direction.

Propriétés :

— l'intersection de deux SEA est un SEA

— par un point donné il passe un unique SEA de direction donnée.

Repére: Couple (O, B) ou O est un point de E et B une base de E Pour tout point M de

e
E, OM €FE.

1.2 Espaces euclidiens

Un espace est dit euclidien s’il est muni d’un produit scalaire.

1.2.1 Produit scalaire

Forme bilinéaire, symétrique, définie, positive :
- <z,y>€R
- < ary+ Pro,y >=a <,y >+0 < x2,Yy >
- <z,ay1 + Py >=a<x,y1 >+0<z,Y8 >
- <y >=<y, x>
- <z,z>=0=2=0
- <z, x>>0
En dimension finie on peut le definir par une matrice A tq : < z,y >= z7 Ay.

1.2.2 Normes

norme euclidienne (ou norme indice 2): |z| = /< z,z >
Propriétés :

— [ <zy>| < lzflyll

= Nz +yll < llz] + [lyll (Minkovski)

Autres normes :

— norme indice 1 : ||z||; = ), |;| ("distance de Manhattan”)

— norme infinie : ||z||jr = max; |z;|

1.2.3 Orthogonalite et othonormalité

orthogonalité: = | y o< z,y >=0

systéeme orthogonal: vecteurs orthogonaux 2 a 2.

vecteur unitaire: vecteur de norme 1.

systéme orthonormal: systeme orthogonal de vecteurs unitaires.

base orthonormale: base dont les vecteurs forment un systéme orthonormal. Dans une
base orthonormale, la matrice du produit scalaire est ’identité.

base canonique: dans un espace euclidien, base constituée des vecteurs (1,0,0...), (0,1,0,0...
etc. _ _

SEV orthogonaux: E; et E5 sont des SEV orthogonaux si tout élément de 'un est ortho-
gonal a tout élement de l'autre.

SEA orthogonaux: SEA dont les SEV associés sont orthogonaux.



1.2.4 Produit vectoriel

Soient u,v deux vecteurs en dimension 3. Le produit vectoriel w = u A v se calcule par :
Wi = Uj+1mod3Vi+2mod3 — Ui+2mod3Vi+1mod3

Propriétés :

— si les vecteurs sont liés le produit vectoriel est nul

—uNv=—-vAu

—uAhvlu

—uAvlw

—Jul|=1 |jv][=1 u Lv = (u,v,u A v) base orthonormée directe

- <u,v > Hu Aol = [uf?v]?

—uA(vAw) = (uw)v — (uv)w

Angles entre vecteurs :

<u,v> = [ulv]cos(0)
[ulll[v]lsin(8)

[u Aol

. T
Forme matricielle : Pour tout vecteur n = (ng,ny,n,)" et tout vecteur v on a :

0 Ny Ny
nAu=(nA\)u avec (n\) = N 0 —ng (1.1)
Ny Ng 0

1.2.5 Produit mixte

En dimension 3 le produit mixte de trois vecteurs u,v,w est défini par :
(u,v,w) = (u Av)w

Propriétés :
— le produit mixte est nul si les vecteurs sont liés
— le produit mixte est invariant par permutation circulaire : (u A v)w = (w A u)v

1.3 Applications linéaires et affines

1.3.1 Application linéaire

Application linéaire (AL): Soient E et F deux espaces vectoriels. Une application f E—>F
est dite linéaire si elle vérifie :

-~ fla+y) = f2)+ f(y)

- F) = Af(@) o

endomorphisme: AL de E dans F

composition: la composée go f de deux applications linéaires est I’application qui a x associe
g(f(x)). La composée de deux AL est une AL.

image d’un EV par une AL: L’'image Imy = f '(E) d’'un EV E est un sous-espace vectoriel
formé des transformees des élements de E.
Exemple : dans R3, une projection sur un plan a pour image ce plan.

image réciproque: L’i image réciproque d’'un SEV de F " par une AL de E dans F est

I’ensemble des élements de E se transformant en éléments de F C’est un SEV de E



noyau d’une AL: Le noyau d’une application f de E dans E, noté Kery, est I'image

réciproque de ’élément nul de 1? Exemple : dans R3, le noyau d’une projection sur un plan est
la droite dans la direction de projection.

En dimension finie, dim(Imy) + dim(Kery) = dzm(E)
Exemple : Dans un EV de dimension n, projection f sur une droite. dim(Imy) = 1, dim(Kery) =
n—1

isométrie vectorielle: application linéaire qui conserve le produit scalaire. Transforme une
base orthonormale en une base orthonormale.

1.3.2 Expression matricielle d’une application linéaire

Notons :

— —

une AL g d’un espace FE,, de dimension m vers un espace E, de dimension n. Soient les bases :
— B ={ej, j €[l..m]} une base de E,, telle que x = )|

m
=1

— B ={f;, i € [1.n]} une base de E,, telle que &’ =3 ;" | 2} f;
La transformée d’un vecteur de B peut s’écrire : g(e;) = Y i a;ij fi- On peut donc formuler la
transformation de a par :

rje;, et

gl@) = > zgle;)
j=1

m n

= > z;) ayfi
j=1 =1
n m

= > ) ayzfi

i=1 j=1

’ I N\—m o e e 1. , .
Donc pour chaque composante de &’ on a z, = > =1 ij T Nous pouvons ainsi décrire ’appli-

cation g sous forme d’une matrice G telle que '’ = Gz :

T
Tm

/

a1 a1m Ty
.. /

a1 Qg Aim xz;
’

anl .. Anm z,,

Les colonnes de la matrice G sont les transformés des vecteurs de base de ’ensemble de départ par ’application




1.3.3 Changement de base d’un vecteur

Un changement de base est une application lineaire qui aux composantes d’un vecteur dans
une certaine base associe les composantes de ce vecteur dans une autre base du méme espace.
Soient les bases : .

~ B ={ej, j € [l..n]} une base de E telle que Pz = Z?:l xjej, et

. - ’

— B'={fi, i € [1.n]} une base de E telle que Ba=3" 2f

Connaissant Za on cherche & déterminer B'x. Sachant exprimer les vecteurs de B dans B’ :
n Lo
ej = Y .4 pijfi, nous pouvons écrire :

n
r = E acjej
j=1
n n
= E l‘jg pij fi

j=1 =1

= Z Zpijwjfi

i=1 j=1

d’ot 2 = Z?Zl pijxrj Nous pouvons ainsi décrire le passage de B a B’ sous forme d’une matrice
! ! !
gRteHequeBw:gRBm:

T

T,

/

ail A1n Ty
/

ail Qij Qin xZ;
/

[07°% ] e QApn Ty

. / . ,
Les colonnes de la matrice g R sont les vecteurs de la base B exprimés dans la base B’.

1.3.4 Changement de base d’une application linéaire

Notons : . .
g:E, —b,
€T — y

— —
une AL g d’un espace F,, de dimension m vers un espace F,, de dimension n. Soient

— By, et B], deux bases de E,,

— By, et B], deux bases de F,
- g;G la matrice de g transformant un vecteur exprimé dans B,, en un vecteur exprimé

N . B _ B B
dans B, c’est-a~dire “ry = 3" G""x



e . B! / o
Nous cherchons la matrice équivalente 5,7 G’ transformant un vecteur #ma’ exprimé dans B,
m

/ . , . . , .
en un vecteur Bny’ exprimé dans B/,. Le principe est de ramener la donnée dans B,,, appliquer
g, puis amener le résultat dans la base souhaitée. On peut ainsi écrire :

B! . B';z By, B B! /
ny = BnRBmGB;nR ma
—_——

Bmm
—_—————

By,
By, ~+ _ Bl pBn (~Bm
et donc BL”G = BnRBmGB;nR

1.3.5 Application affine

Soit ¥ un EA associé a un EV E Une application f de E dans E est une application

affine (AA) §'il existe un endomorphisme ¢ de E tel que pour tout couple (M, N) de E on ait
F(M)F(N) = ¢(MN)
Propriétés :
— une AA est déterminée par la donnée d’un point A, de son transformé A’, et de ’endo-
—_— — —
morphisme associé. L'image M’ d’un point M est alors donnée par AM' = AA" + p(AM)
— f étant donné, ¢ est unique
— I'image d’un SEA par une AA est un SEA
— la composée de deux AA est une AA. Son endomorphisme associé est la composée
des endomorphismes associés.
— Dl’ensemble des points invariants par une AA est un SEA
— toute AA conserve le barycentre
— deux applications affines sont égales < leurs endomorphismes associés sont égaux et
il existe un point qui a le méme transformé par les deux applications

1.3.6 Changement de repere d’un point

Soit un EA E de dimension n et les repeéres :
— (O, B) avec B une base de E
~ — (0, B') avec B' une autre base de E
Etant donné (z1,...x,) les composantes d’un point M dans le repere (O, B), nous obtenons les
composantes (z,...2}) de M dans (O, B’) :
O'M = 00+0M
= OM - 00’
BFo'M = Po'o+Pom
= B'RPO'O + B RPOM
= BR(POM - P00’

1.3.7 Changement de repere d’une application affine

Soit une application affine définie pour un repeére (O, B’) :

f:FoM—PoP="00+5F'0'M
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Nous désirons calculer la transformée P d’un point M, tous deux définis par leurs coordonnées
dans un repeére (O, B). Pour cela nous passons M dans (O’, B’), appliquons la transformation
puis ramenons le résultat dans (O, B) :

Bopr =4 R(P 00} + 5 F RPOM - 00" - % 0'0)

1.4 Matrices

1.4.1 Généralités

Une matrice n X m est un tableau de n lignes et m colonnes. Une telle matrice peut servir
notamment a représenter :

— —

— une application linéaire de F,, dans F,
— les coefficients d’un systeme de n équations linéaires a m inconnues
On notera a;; la valeur d’une matrice A en ligne 7, colonne j.

1.4.2 Formes particulieres

matrice carrée: A, ,, est dite carrée si m = n. Dans une matrice carrée, les éléments de
(1,1) & (n,n) forment la diagonale principale.

matrice identité: matrice carrée dont les éléments de la diagonale principale valent tous
1, et tous les autres élements, 0. En dimension n, on la note I,, Pour toute matrice A, xp,
Al =1, A=A

matrice triangulaire: Une matrice est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si tous
les éléments en-dessous (resp. au-dessus) de sa diagonale principale sont nuls.

matrice symétrique: Matrice égale a sa transposée

matrice symétrique définie positive: Une matrice symétrique A telle que pour tout
vecteur « non nul, ZT Az > 0

matrice symétrique semi-définie positive: Une matrice symétrique A telle que pour
tout vecteur & non nul, T Az >0

matrice singuliére: Une matrice dont les lignes ou les colonnes forment un systeme lié.

1.4.3 Produit de matrices

AnXmBmXp = C’n><p

avec ¢ij = > g Qikb;-

Si F' est la matrice associée a une application linéaire f et G la matrice associée a une
application linéaire g, alors F'G est la matrice associée a I’application linéaire f o g.

Les vecteurs en dimension n sont considérés comme des matrices a n lignes et une colonne.

1.4.4 Transposée

La transposée A’,,xn d’une matrice A,y est une matrice notée AT telle que a;j = aj;.
Transposer une matrice revient a permuter les lignes avec les colonnes.
Propriétés :

- (A+B)" = AT + BT

- (AB)T = BT AT
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1.4.5 Trace

La trace d’'une matrice carrée est la somme des élements de sa diagonale.
Propriétés :

— tr(A+ B) =tr(A) +tr(B)

— tr(AA) = Mr(A)

— tr(AB) =tr(BA)

1.4.6 Matrice inverse

L’inverse d’une matrice carrée A,y, est une matrice carrée Al telle que : AA™! =

A~'A = I,,. Une matrice est réversible ssi ses vecteurs colonnes forment un systeme libre.
pseudo-inverse: Une matrice A,,x peut admettre une pseudo-inverse A", telle que AAT =
I,,, (plus de détails en section 4.3)
Propriétés :
_ (A—I)T — (AT)—l
— si A et B sont carrées, (AB)"! = B tA™!

1.4.7 Matrice orthogonale

Matrice carrée dont toutes les lignes ont pour norme 1, sont orthogonales 2 a 2, de méme
pour les colonnes. Propriétés :

— si A est orthogonale, alors A=™! = AT

— Les matrices de changement de base orthonormale sont orthogonales.

1.4.8 Déterminant

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Le déterminant de A est un scalaire noté | A|, nul si les
vecteurs-colonnes sont liés. Propriétés :
— ne change pas si on ajoute a un vecteur-colonne une combinaison linéaire des vecteurs-

colonnes
- |A] =1AT]
- |AB| = |A||B|

— A est inversible ssi son déterminant est non nul

Soit a;; un élément de A. Notons d;;, la matrice de taille (n —1) x (n—1) obtenue en retirant
la ligne ¢ et la colonne j de A. Le déterminant de a;; est appelé cofacteur de a;;.

Calcul par développement de la premiere ligne :
|A| = ai1|la11| — ai2|aiz| + aislais] . .. ain|atn|

On peut aussi développer par rapport a la premiere colonne. Les déterminants d’ordre

inférieur peuvent se calculer par la méme méthode.

Y . . - +T .
Notons A la matrice des cofacteurs. L’inverse de A vaut : A~ = @A (méthode de calcul

extémement inefficace)
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments de sa diagonale prin-
cipale.
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1.4.9 Valeurs propres et vecteurs propres
Définition

Soit une matrice carrée A,,, un vecteur & non nul et un scalaire A tq : Ax = Az. On dit que
A est une valeur propre de A et que @ est un vecteur propre de A associé a A. Notons que pour
k € R, kx est aussi vecteur propre.
Détermination des valeurs propres

De la dérivation suivante :

Ax = lx

Ax — \x 0
(A=X,)z = O

et puisque x est non nul, nous pouvons déduire que les vecteurs-colonnes de A — AI,, sont liés.
Le déterminant de cette matrice est donc nul. Ce déterminant s’exprime comme un polynoéme
d’ordre n en A, et les racines de ce polyndéme sont les valeurs propres de A.

La recherche des vecteurs propres associés a une valeur propre A s’effectue en résolvant le
systéeme d’équations : (A — AI,)x = 0. On obtient une famille de solutions qui constitue le
sous-espace propre associé a \.

Propriétés :

— les sous-espaces propres sont des SEV.

— les sous-espaces propres sont orthogonaux entre eux.

— il ne peut y avoir plus de n valeurs propres pour une matrice d’ordre n.

Exemples (dans R?) :

— l'identité a une valeur propre :1, et son SEP associé est de dimension 3

— une projection orthogonale sur un plan a deux valeurs propres 1 (SEP associé de dim 2)

et 0 (SEP associé de dim 1)
— une rotation a une valeur propre : 1 (SEP associé de dim 1)

Diagonalisation

Si la somme des SEP a une dimension n égale a celle de la matrice, alors on peut trouver
une matrice diagonale équivalente par changement de base. Soit B la base dans laquelle sont
exprimés les vecteurs-colonnes de la matrice A, et B’ la base constituée par ses vecteurs propres
(unitaires). Nous pouvons écrire :

A =B Rdiag(\) 2 R = B Rdiag(\) 2 R"

ou diag(A) est une matrice diagonale composée des valeurs propres de la matrice associées
aux vecteurs-colonnes de la matrice g/R, qui sont les vecteurs propres de A. Nous pouvons
réciproquement écrire :

diag(\) = B, R" AL R

1.4.10 Résolution de systemes d’équations linéaires

Un systeme d’équations linéaires peut s’écrire sous forme matricielle Az = b. On est tenté
de le résoudre par & = A7'b. C’est généralement une mauvaise idée pour deux raisons :
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— la matrice peut ne pas étre inversible (matrice non carrée ou singuliére) ;

— méme quand c’est possible, inverser une matrice est tres cotiteux.
Voici quelques points de repeére tres genéraux :

— matrice carrée, non singuliere : décomposition LU

— matrice symétrique définie positive : décomposition de Cholesky

— matrice non carrée ou singuliere : décomposition en valeurs singulieres )SVD)

— matrice creuse : gradient biconjugué

— matrice creuse, symetrique définie positive : gradient conjugué
Les décompositions LU, Colesky et SVD permettent en outre de calculer I'inverse ou le déterminant
d’une matrice & un coiit raisonnable. A certaines matrices particulieres peuvent s’appliquer des
methodes spéciales non listées ici. Pour plus de détails, se reporter par exemple a [1].
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Chapitre 2

Positionnement

Dans ce chapitre on considerera I'espace en dimension 3, sachant que la dimension 2 peut
trivialement s’y ramener.

2.1 Rotations

Une rotation est une isométrie dont une direction unique de ’espace (son aze) reste inva-
riante. L’angle maximum entre un vecteur et sa transformée apparait pour les vecteurs du plan
orthogonal a I'axe. C’est par définition I’angle de la rotation. Nous noterons Ry, une rotation
d’angle 6 autour de 'axe wu.

2.1.1 Propriétés

— la composée de deux rotations est une rotation.

- R, Rz, # Rz, R, sauf si au est colineaire a v

- Ra,uRﬁ,u = R(a—i—ﬁ),u

- R;,L = R—a,u = Roc,—u

les matrices de rotation sont orthogonales

lespace des rotations est de dimension 3 (9 coefficients de la matrice -3 contraintes de
vecteurs-colonnes unitaires -3 contraintes d’orthogonalité)

2.1.2 Représentation matricielle

Les matrices ci-dessous représentent respectivement les rotations R, ., Rg, et R, ..

1 0 0 sinG 0 cospf cosy —siny 0
0 cosa —sina 0 1 0 siny cosy O (2.1)
0 sina cosa cos 0 —sinpf 0 0 1

2.1.3 Décomposition de Jordan

Quand la rotation ne s’effectue pas autour d’'un des axes principaux de la base, on peut
obtenir son expression matricielle par la décomposition de Jordan : Ry, = RaRngRgl =
RangRaT ou R, est une rotation qui aligne 'axe « de la base sur ’axe u de rotation. Un
autre vecteur que x peut étre choisi. Cette décomposition correspond a un changement de base
d’application linéaire comme vu en section 1.3.4.
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Cette représentation n’est pas unique car 'alignement est défini a une rotation pres autour
de 'axe u. On peut en effet remplacer Ry par Rq Ry, pour tout ¢.
question : st u est unitaire :

1. que vaut la premiére colonne de Rg ?

2. comment en déduire des valeurs pour les colonnes 2 et 8%

2.1.4 Conversion entre matrice et (angle,axe). Formule de Rodrigues.

La formule de Rodrigues fournit un passage direct entre (angle,axe) et matrice de rotation :
Ry, = I +sinf(nA) + (1 — cosd)(nr)? (2.2)

avec I l'identité et (nA) la matrice qui du produit vectoriel par n (voir équation 1.1).

Le probleme inverse est de trouver 'axe n et I'angle 6 d’apres la matrice R. Il n’y a pas
de solution unique (angle défini a 2w pres, axe ou son opposé). On peut en trouver une en
remarquant que tr(R) =1+ 2cosf et que R — RT = 2sinf(nA)

2.1.5 Composition des rotations. Angles d’Euler.

Soit une base B; tournée de Ry, par rapport a une base de référence By. Nous voulons
lui appliquer une rotation supplémentaire, par exemple R, , d’angle a suivant ’axe x. Pour
calculer sa nouvelle matrice d’orientation il est important de savoir de quel axe x on parle :

— ¢’il s’agit de I’axe « de la base By, alors on multiplie a gauche et la nouvelle matrice de

rotation vaut R, Ry,

— ¢’il s’agit de 'axe « de la base Bi, alors on multiplie a droite et la nouvelle matrice de
rotation vaut Ry, Ra

Les angles d’Euler consistent a appliquer trois rotations successives selon des axes princi-
paux. Suivant le contexte, on les interprete comme des rotations suivant les axes d’une base
de référence, ou suivant les axes des bases intermédiaires successives. Par exemple, la rotation
R, .R3,R, . (matrices définies en éq. 2.1) peut s’interpéter de deux manieres mathématiquement
équivalentes mais intuitivement différentes :

— rotation d’angle « selon « (de By) puis rotation d’angle 3 autour du nouveau y (ayant subi

une rotation) puis rotation d’angle v autour du nouveau z (ayant subi deux rotations)

— ou rotation d’angle v autour de z de By puis rotation d’angle § autour de y de By puis
rotation d’angle « selon x de By.

Les angles d’Euler présentent toutefois certains inconvénients :

— non-unicité : par exemple en xyz, la rotation (7, ,0) est équivalente a (0,0, 7)

— perte d'un degré de liberté : par exemple pour (o, 7/2,7v) en xyz, o et y ont le méme effet
car ils font pivoter autour d’un méme axe. Aucune rotation n’est alors possible autour du
troisieme axe. Ceci représente le cas extréeme, mais toute configuration proche de celle-ci
posera des problemes numériques

— les interpolations peuvent prendre des chmeins compliqués ou inattendus.
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2.1.6 Quaternions

Extension des nombres complexes : ¢ = w + z1 + yj + zk = (w, v).
w est la partie réelle, v la partie imaginaire. Propriétés de ¢, j, k :

=52 =k =-1
g =k, ji=—k
jk=1, kj = —1
ki=j, ik=—j
Vecteur 3D :
p=(0,7,y,2)
Produit de quaternions (non commutatif) :
q192 = (w1w2 — v1.v2, W1V2 + wav1 + V1 A V2)
Quaternion conjugué :
g=w-—zt—yj—zk
qq = w? + 22 + 9% + 22
Quaternions unitaires, utilisés pour représenter les rotations :

qq =1

Rotation (6,u) : (u?>=1)

q(p,u) = (cos 5 Us sin 230U sin 27 Us sin 5)

Rotation d’un vecteur p : qpq
Matrice de rotation associée a un quaternion unitaire :

1—2y%2 —222 22y — 2wz 2zz + 2wy
2ry + 2wz 1 —222—222  2yz — 2uwax
2xz — 2wy 2z + 2wz 1 — 222 —2y?

Composition des rotations : Ry v B30 — G(a,u)q(8,0)
Rotation inverse : q(;}u) = Q(—9u) = 4(0,—u) = (—w,v) = (w, —v)
Conversion (w,v) — (0, u) :

cos(0/2) = w
sin(0/2) = |||
= v/l

2.1.7 Interpolation linéaire des rotations

Soit une base initialement définie par ?R at = 0, que nous voulons faire évoluer continument
vers YR t = 1.
— On ne peut interpoler simplement les coefficients d’une matrice de rotation car on viole
alors les contraintes sur les vecteurs-colonnes (unitaires, orthogonaux).
— On peut interpoler les angles d’Euler mais le chemin emprunté sera rarement le plus direct,
et la vitesse rarement constante.
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Fig. 2.1 — Approximation itérative d’une spline. Un nouveau point est calculé par somme
pondérée des points Pp, P, P3, P4 ayant respecivement pour coefficients %, =° + %, , 5+ %,
et 5°. Le coefficient ¢ exprime la continuité de la spline et peut étre fixé a 1.

Il convient de :

1. calculer la matrice de passage de la configuration initiale a la configuration finale :

\R = LRSR
= (R)R
2. calculer angle et axe 0, tels que : Ry, = %R

3. interpoler en appliquant R(t) = (1)RRt9’u

2.1.8 Interpolation lisse des rotations

Nous voulons passer de maniere lisse par différentes orientations au cours du temps. Nous
nous basons sur la méthode d’approximation itérative des splines présentée en figure 2.1 et
construisons une analogie entre vecteurs de R3et quaternions unitaires :

vecteur v quaternion g ) = (w, v)
composition v+ v (= v2 + 1) 01q2 (# eql)
inverse vt =~ ¢t = (—w,v)
produit avec un scalaire kv = q(ko,1)
distance Av =v9g —v] = —v1 + V2 Aqg = ql_lqg
interpolation v = lerp(vy, vy, ) = v1 + a(—vy +v2) | ¢ = slerp(q1,q2, ) = @1 (qflqg)a
moyenne moy(vi,ve) = lerp(vy, va,0.5) smoy(q1, q2) = slerp(q1, g2, 0.5)

Nous pouvons maintenant & partir de quatre quaternions en générer un supplémentaire, et
a partir de m + 1 quaternions en obtenir 2m + 1 :

{g; :1=0,1,..m} — {¢;:5=0,1,..2m}
j=2i+1:q; = slerp(smid(g;,qi+3), smid(gi+1, giv2), 1 + ¢/4)
J=2i0q = G

2.2 Transformations affines

A COMPLETER
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Chapitre 3

Cinématique

3.1 Rappels

3.1.1 Dérivée dans R, d’une vecteur fixe dans R;. Vecteur rotation.

Considérons un vecteur uc1, fixe dans un repére R1. Le repere R est en rotation par rapport
A un repere Ro. Nous nous intéressons & la projection uc; de ce vecteur dans Ry, que nous
appellerons parfois w pour simplifier, et a sa dérivée dans R que nous noterons u.'gl(o).

Soit R(dt) la rotation subie par R; entre 'instant ¢ et I'instant ¢ + dt. Nous pouvons écrire :

u(t+dt) = R(dt)u(t) (3.1)
w(t+dt) —ut) = (R(dt) — Du(t)

Soit # la vitesse angulaire autour de 'axe de rotation, que nous choisissons égal & z pour
simplifier. Nous obtenons par un développement limité & 'ordre 1 :

cos(@dt) —1  —sin(fdt) 0 0 —6dt 0 .
R(dt) — I = sin(fdt)  cos(fdt) —1 0 | — | 6dt 0 0 | =6dt(zn)
0 0 0 0 0 0

ou (zA) est 'opérateur matriciel de produit vectoriel par z. Cette formule peut s’étendre par
changement de base a n’importe quel axe de rotation n (unitaire). Posons €,/ = 0n. En

divisant I'expression 3.2 par dt et en faisant tendre d¢ vers 0 nous obtenons R = (Ql /0/\).

Nous pouvons écrire la dérivée temporelle dans Rg : uz @ = /0 A\ uer, ou en simplifiant
la notation :

@ = Ru
= 91/0 ANu
3.1.2 Vitesse dans Ry d’un point fixe dans R;. Champ des vitesses.

Considérons la vitesse dans Ry d’un point A fixe dans R1 en mouvement par rapport a Ry.
Soient Og l'origine de Ry et O1 'origine de Ri. Nous dérivons en coordonnées homogenes la
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projection de A dans Ry :

R t
OpA = (0 1)01A

(@ f)(ﬂ):<mm+i>:<vy0)
0 0 1 0 0

Nous appelons ‘7;/0 vitesse de A fixe dans Rq par rapport a Rg. On peut noter que Vg{o =t
Nous en déduisons les relations du champ des vitesses d’un solide :

OpA

V)0 = V901004 (3.4)
‘—/’1/0 . ‘—/’1/0 oA .
W = Vg + QA BA pour tous points A et B (3.5)

. . . . . =21/0 71/0
la derniere relation se deduisant trivialement par soustraction VA/ — VB/ .

3.1.3 Accélération dans Ry d’un point fixe dans R;. Champ des accélérations.

—
En dérivant la relation 3.4, et sachant que O1 A est fixe dans R, nous obtenons la relation
du champ des accélerations d’un solide :

f’z/o = I—%/o + Ql/O A 0—1121 + Q10 A <Ql/0 A szl) (3.6)

1

3.1.4 Dérivée dans Ry d’un vecteur non fixe dans R,

Soit (e1, ee, e3) une base de R1. Nous pouvons écrire :

Ly = Zmiei
u = Z:re +) mies
d’oti :
W@ =4+ Q5 Au (3.7)
3.1.5 Vitesse dans Ry d’un point mobile dans R;.

Soit V;(l la vitesse d'un point A dans le repére Ri. Celle-ci vient s’ajouter a la vitesse
qu’aurait le point s’il était fixe dans Rq. Nous avons donc :

—

V=V + V0 00 014 (3.8)

Notons que le point O étant l'origine du repere R, on a 170/? = ‘75{0.
3.1.6 Accéleration dans Ry d’un point mobile dans R;. Accéleration de Co-
riolis.
En dérivant la relation 3.8 nous obtenons :

/0 _ /1 VAR A e /1 O A
PA _FA +Ql/0/\ A +P01+Ql/0/\01A+91/0/\VA +Ql/0/\(91/0/\01A)

o

—»0/1 —_—
VA Ql/O/\OlA
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ou encore :
f{f = f,/41 + f/oo1 + Q0 A (10 A OTZl) + 289 A ‘7;{1 (3.9)
avec :
— f’:/; = ZZ I;e; accéleration relative
— f/o(Jl accéleration d’entrainement
= QA (2 /0N 0721) accéleration centripete

= 2Q 0 A ‘_/;(1 accéleration de Coriolis

3.2 Cinématique des chaines articulées

3.2.1 Composition des vitesses

Si nous appliquons la relation 3.8 & un point fixe dans un repere Ro, nous pouvons directement
écrire
- - N _—
Vi = Vv 0 004
_
et plus généralement :

V=S v (3.10)
i=1

La figure 3.1 illustre une application de cette formule. La vitesse Vj/ 0 est la somme des contribu-
tions de chaque mouvement relatif. On note que la vitesse diie a une rotation est perpendiculaire

a la droite joignant le point au centre de rotation. La vitesse de translation est reportée tel quel.

Fic. 3.1 — Composition des vitesses.

3.2.2 Liaisons cinématiques. Degrés de liberté.

Les liaisons cinématiques définissent les mouvements possibles entre deux solides parmi les
trois translations et trois rotations possibles. Les liaisons se caractérisent par leurs degrés de
liberté (ddl). La figure 3.2 montre I'exemple de la liaison pivot glissant, qui autorise deux degrés
de liberté : un en translation et un en rotation. La plus contrainte est la liaison encastrement,
avec zéro ddl, la plus libre est la liaison libre avec six ddl. Les principales liaisons sont présentées
en annexe A.
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2 SPHERES -2 PLANS 2 SPHERES - CYLINDRE

Solide (S2)

Solide (S2)

7
Solide (S2) _Solide (S1)

Solide ($1) /

1 TRANSLATION POSSIBLE : Tx 1 ROTATION POSSIBLE : Rx

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE
~82 s2_- Solide (S2) _Solide (S1) Solide {S2)

I &,

REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE

Solide ($1)

F1a. 3.2 — Liaison pivot glissant (images de Roger Bouisset). De haut en bas et de gauche
a droite : des surfaces pouvant créer ce type de liaison, les axes principaux de la liaison, la
représentation normalisée de la liaison, les mouvements relatifs possibles.

Cas général

Une liaison permet le mouvement relatif de deux repeéres qui dans le cas géneral ne sont pas
directement les reperes principaux des solides. La transformation ;_IC’ de R; vers R;—1 die a
une liaison peut se décomposer en trois transformations :

2_10 = (ﬁ_lcp)(::_lcl)(z_lcC) (3.11)

comme illustré sur la figure 3.3.

Fi1G. 3.3 — Une liaison entre les reperes i et i+1, avec ses reperes intermédiaires.

La matrice ;i—lcp traduit la position de la liaison par rapport a R;_;. La matrice ﬁ_lCl
traduit le deplacement dans la liaison, par rapport a une position de référence. Elle peut varier
avec le temps et conformement aux ddl. La matrice ;—lcc (plus précisement, son inverse) traduit

la position de la liaison par rapport a R;.
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La figure 3.4 présente un exemple de chaine articulée. Un socle mobile de repere R peut se
déplacer sur le sol de repere Rg. Un bras de repere Rs est articulé par rapport au socle mobile.
A doite de la figure, le graphe cinématique représente 1’accrochage des solides (noeuds) par
les liaisons (arcs). Ce graphe est orienté en partant du repére absolu, qui est toujours a la racine.

head 1
Ry it
RQ w_soapils g H
0,1
pelvis wi
RO «_hip 1hip
Rl )
|
1
0, 1,2 |
\\
\
. E
N 0.1 ¥_umile
A ? o RZ ¥ _sublalae l_f:{“];lm
e _LC/’L - 7 L Lmil_foot
"_tow 1koe

Fic. 3.4 — Corps articulés et graphes cinématiques. A gauche, un mécanisme avec ses solides,
liaisons et repéres intermédiaires. Au centre, le graphe cinématique correspondant. A droite, un
graphe cinématique plus complexe.

Modele de Denavit-Hartenberg

La notation de Denavit-Hartenberg, tres utilisée en robotique, correspond a un cas simplifié :

— le repere du solide enfant est centré sur le repére mobile de I’articulation : 2_10 =1,

— les liaisons n’autorisent qu’un degré de liberté en translation et en rotation, le long du

méme axe (z par convention).

De plus, 'axe ; d’'un repere R; est par définition confondu avc la perpendiculaire commune aux
axes (O;, z;) et (041, ziy1). La figure 3.5 illustre la mise en position d’un repére par rapport a
son pere. Pour aller du repére pere R; au repere fils R; 11, on translate selon & (parametre a;),
puis on tourne selon @ (parametre «;), puis on translate selon z (parametre d;;1) et finalement
on pivote selon z (parametre 6;11). Les parametres a; et «; sont constants, les deux autres
correspondant a la rotation et la translation selon l’axe. La transformation géometrique vaut :

7 _
i+1 C = TR0, Tzz'+1 Jdiy1(t) R

= (§+1Cp) (§+1Cl (t))

Notez que nous numérotons les reperes en partant du repere absolu Rg. Il arrive de recontrer
l'ordre inverse, particulierement dans la littérature robotique.

2i4+1,0541(t)

3.2.3 Paramétrage des liaisons. Espace articulaire.

A chaque ddl i est associé un axe n; (vecteur unitaire), une valeur de position ¢; et une valeur
de vitesse ¢;. Les valeurs aux ddl définissent la position d’une liaison. En translation, ces valeurs
sont reportées dans le vecteur translation de la matrice de passage. Le cas des rotations est plus
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Ri di+1

a;

Fiag. 3.5 — Liaison selon Denavit-Hartenberg. Quatre parametres décrivent la position du fils
(i+1) par rapport au pére (i).

complexe. Pour les liaisons a un ou deux ddl, on utilise les angles d’Euler et on calcule la matrice
correspondante. Pour les liaisons a trois ddl et mouvements de grande amplitude, on ne peut
employer les angles d’Euler a cause des limitations analytiques de ceux-ci, notamment la perte
d’un ddl dans certaines configurations. On a alors recours aux quaternions, ou directement aux
matrices. Le paramétrage par angles d’Euler reste possible pour exprimer des petites variations
autour de la position courante.

On peut rassembler ’ensemble des valeurs associées aux ddl dans un vecteur q qui définit
I’état du syteme. L’ensemble des états possibles est appelé espace articulaire du systeme. De
méme on peut regrouper les vitesses articulaires dans un vecteur q.

3.2.4 Algorithmes de cinématique directe

La cinematique dite directe consiste a calculer des positions et vitesses dans ’espace cartésien
a partir de I’état articulaire du systeme. Dans cette partie nous considérerons un mécanisme
modélisé par la notation de Denavit-Hartenberg (cf. section 3.2.2), constitué d’une chaine cinématique
dont les solides sont numérotés de 0 (repere absolu) a n. Le repere fils est translaté et tourné
selon ’axe & du pere, puis translaté et tourné selon le nouvel axe z.

La figure 3.6 présente un algorithme de calcul des matrices de passage de chaque solide de
la chaine.

80 1,

i parcourant 1..n
i—1
z C <_T(E,ai_1R:E,ai_1TZ,d,‘_RZ,9,:
0 0 i—1

Fic. 3.6 — Calcul des matrices de positions dans le formalisme de Denavit-Hartenberg.

La figure 3.7 présente un algorithme de calcul de vitesses. Les données sont :
— la position "0, A d’un point A dans le repere R,
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— les positions q et vitesses articulaires ¢

Les résultats sont :
— la position °0OgA de A dans le repeére absolu Rg
— la vitesse de rotation €2, o

— la vitesse 1_/}/ 0 de A fixe dans R, par rapport a R, exprimée dans R
Au passage, toutes les matrices ;—10 sont calculées.

|

A<"0,A
_>

+~0

0

i décroissant denal
;_10 <_Tﬂ3,ai—1 Rﬂ'/‘aai—szadiRz,ei
6(—2_1R( + 012) .
Vi LR(V + +diz + 6iz A OA)

OA«i-1Cc OA

O

2l =l

Fia. 3.7 — Calcul de vitesse dans le formalisme de Denavit-Hartenberg.
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Chapitre 4

Cinématique inverse

Problématique : trouver des configurations articulaires pour satisfaire des contraintes définies
dans l’espace cartésien.

4.1 Equations linéaires

Considérons un mécanisme comportant deux liaisons glissiere alignées sur les axes du repere
absolu, comme illustré sur la figure 4.1. Chaque degré de liberté est caractérisé par son axe a et
sa coordonnée articulaire ¢. L’axe portant a; est fixe tandis que ’axe portant as se translate.
Nous désirons amener le point P jusqu’a la position P’ et pour cela nous devons satisfaire une

Fi1c. 4.1 — Un mécanisme & axes orthogonaux.

— —
contrainte de déplacement AP = OP' — OP = ¢ = (cz,¢,)T au moyen d'un déplacement
articulaire Ag = (Aq1, Ag2)T. Dans ce cas simple la reponse est évidemment Aq = (cg, ¢y)T

Considérons maintenant un mécanisme similaire, mais a axes quelconques, comme illustré
sur la figure 4.2. La résolution d’une contrainte de déplacement nécessite de poser et résoudre
un systeme d’équations linéaires :

A1y G2 Aqi _ Cy (41)

aly 2y Aqgo Cy
Considérons maintenant la contrainte suivante : le point P doit se positionner sur la droite
définie par un point P’ et un vecteur normal n = (ng,n,)?, comme illustré sur la figure 4.3.
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F1a. 4.2 — Un mécanisme a axes non orthogonaux.

Nous sommes en présence d’une contrainte scalaire, puisqu’on peut I’exprimer par une équation

—
unique AP.n = PP'.n. Posons, développons et regroupons 1’équation sur le déplacement :

Fi1G. 4.3 — Une contrainte scalaire appliquée au mécanisme 2D : rejoindre une droite.

—
APn = PP'.n

—

(a1 az)Aq = PP'n

<a1$ @2z > ( Aq )n = Fﬁn
a1y G2y Aqo

—

(a1zAq1 + a2z Ag2)ny + (a1yAq1 + azyAga)n, = PP'n
—

(@12 + a1yny) Aqi + (a2zng + azyny)Aga = PP'n
Aq . op

( ai.m as.mn ) ( Agy > = PP'n

Chaque contrainte scalaire correspond & une ligne d’un sytéeme d’équation. Une contrainte au
sens général peut étre vue comme un ensemble de contraintes scalaires. Par exemple, nous
pouvons écrire I’équation 4.1 comme :

( ai.r as.x ) ( Aq ) _ ( c.x >
a1y a2.y Ag c.y
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Nous avons une équation a deux inconnues, ce qui dans le cas géneral fournit un espace de
solutions de dimension 1. Plus généralement, pour un systeme de n équations a m inconnues,
on peut s’attendre a un espace de solutions de dimension m — n. Toutefois, les systemes peuvent
présenter des ”déficiences de rang” quand une colonne de la matrice est combinaison linéaire des
autres. Le mécanisme sur la figure 4.4 a beau posséder trois degrés de liberté, ils sont tous dans
le plan (x,y) et il ne pourra jamais satisfaire une contrainte en z. Par contre, la dimension de
I’espace des solutions dans le plan augmente de 1.

F1G. 4.4 — Mécanisme redondant. Les trois degrés de liberté dans le plan augmentent la dimension
de 'espace des solutions. Ce mécanisme ne peut cependant pas satisfaire de contraintes dans la
direction z.

4.2 Equation non linéaires

Les degrés de liberté en rotation induisent des fonctions trigonométriques dans les équations
géométriques, rendant celles-ci non linéaires. On en voit quelques conséquences sur la figure 4.5.
Il y a deux manieres de mener le point P au point P’, mais aucune d’atteindre P” qui est trop
loin.

Pll

Fi1G. 4.5 — Un mécanisme avec rotations. Un méme type de contrainte peut avoir une, plusieurs
ou aucune solution.

28



4.2.1 Linéarisation. Matrice Jacobienne.

L’équation de cinématique du solide (3.4) nous donne, en remarquant que % = %Cg—? :
oP
5o = @i (ddl en translation) (4.2)
di
oP —
5o — @i A O;P (ddl en rotation) (4.3)
di

Autrement dit, les variations de coordonnées articulaires en translation se répercutent tel quel
sur tout point; le cas des rotations est illustré sur la figure 4.6, ou la variation est orthogonale
a la droite menant a ’axe de rotation pour des (infiniment) petites variations d’angle.

R ol
O P

_/

Fi1G. 4.6 — Effet d’une petite rotation.

Nous considérons la position d’un point P influencée par des ddl numerotés de 1 a n. Nous
pouvons regrouper toutes les dérivées partielles en colonnes dans une matrice appelée matrice
jacobienne de vitesse (ou de petit déplacement) au point P :

_ AP ep 5P
p_dq_ oqr " Ogn

de dimensions 3 X n et qui permet d’approximer :
AP ~ J,Aq (4.4)

Cette formule est exacte si tous les ddl sont des translations. La figure 4.7 illustre les vecteurs-
colonnes de la matrice J, sur un exemple de mécanisme.

sP
0q2

sP
03

sP

Sq1

F1G. 4.7 — Les vecteurs colonnes de la jacobienne des vitesses du point P. Les vecteurs orthogo-
naux au plan de la figure sont illustrés par un disque plein.

Les contraintes scalaires du type AP.n = b se traduisent par une équation :

6 )
(%.n %.n)Aq:b
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4.2.2 Contraintes d’orientation

Similairement a la position d’un point, la variation d’orientation d’un repere peut se représenter
sous forme linéaire :

J.Ag = Ar

La quantité Ar est colinéaire a I’axe de rotation et a pour norme ’angle de rotation : Ar = 6n
correspond & une rotation d’axe m et d’angle 6. Les ddl en rotation influent directement sur
Porientation, tandis que les ddl en translation n’ont pas d’influence. Nous avons donc :

)

5_(; = 0 (ddl en translation) (4.5)
or .

S T G (ddl en rotation) (4.6)
qi

Nous considérons 'orientation d’un repere influencée par des ddl numerotés de 1 a n. La jaco-

bienne d’orientation est :
 — dr o or or
L dq —\ 0 T dgn

Orientation d’un repere

Soit ¥ R la matrice d’orientation du repére considéré. Nous voulons ’amener & une orientation
9 R’ au moyen d’une rotation Rp, ¢ telle que : SR’ = Rp, 42 R. Pour appliquer cette rotation au
moyen des ddl disponibles nous resolvons donc :

J.Aqg=0n

Notez que cette solution n’est juste que pour les rotations inifiniment petites, car elle ne tient
pas compte de la non-commutativité des rotations.
Exemple d’application : orientation d’une caméra.

4.2.3 Orientation d’un vecteur

Nous désirons rendre un vecteur u colinéaire a un vecteur u’ comme illustré sur la figure 4.8.
La rotation la plus directe transformant u en u’ a son axe orthogonal & u et u’, et pour angle
I’angle 6 entre ces deux vecteurs. L’alignement entre les deux vecteurs nous laissant un degré
de liberté, nous pourrions appliquer ensuite une rotation arbitraire autour de u’. La rotation
autour de v, orthogonal & u et n, doit quant & elle étre nulle. L’alignement de u sur u’ nécessite

donc de poser les équations :
0 0
53%"1.71 ag—?;.n _ ( 0 )
T i
E.'v e E.'U 0

Exemple d’application : orientation d’un axe de perceuse.

4.3 Résolution des équations linéaires

Soit J (nxm)0d(m) = C€(n) le systeme de n équations et m inconnues a résoudre. Nous
considérons une matrice sans déficience de rang, sachant qu’une déficience entraine une di-
minution du nombre d’inconnues indépendantes.
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y

Fi1G. 4.8 — Alignement d’un vecteur sur un autre.

4.3.1 Matrice carrée

Sin = m et sous les hypotheses établies, le systéme a une solution unique. Il peut se résoudre
par la factorisation LU de J.

4.3.2 Plus d’inconnues que d’équations

Dans ce cas le systeme a une infinité de solutions. La pseudo-inverse de J, notée J ', nous
permet d’en calculer une :

dqg = J'e (4.7)
avec JT = JL(J)Jt)~! (4.8)

Cette solution minimise dg? parmi toutes les solutions.

4.3.3 Plus d’équations que d’inconnues

Dans ce cas on doit trouver un compromis. Une autre formule de pseudo-inverse de J nous
permet d’en calculer un :

oq = (JTN) e (4.9)
(4.10)

Cette solution minimise (J&q — c).

4.3.4 Singularités

Certains mécanismes peuvent présenter des configurations spéciales appelées singularités,
dans lesquelles des colonnes de la matrice Jacobienne se retrouvent linéairement dépendantes. La
méthode de résolution employée jusqu’alors peut échouer. Ces cas se traitent, soit en appliquant
une légere perturbation au systeme pour 1’éloigner de la singularité, soit en appliquant une
méthode de résolution plus perfectionnée comme celle présentée en section 4.3.5.
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4.3.5 Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)

Les méthodes précédentes peuvent échouer, quand par exemple une matrice n X n est de rang
n—1, auquel cas aucune inverse ni pseudo-inverse ne peut étre calculée. Ces cas se produisent lors
de singularités, ou pour certains mécanismes redondants. On peut alors utiliser la décomposition
SVD :

J=uwv?’

La matrice W est diagonale et contient des valeurs positives appelées valeurs singulieres. Les
matrices U et V sont orthogonales. Les vecteurs-colonnes de U associés & une valeur singuliere
non nulle constituent une base de I'image de J. Les vecteurs-colonnes de V' associés a une valeur
singuliere nulle constituent une base du noyau de J. La solution du systeme est :

dq=V(WHuTe

oit (W™1* est une matrice diagonale composée des inverses des valeurs singulieres non nulles,
et de 0 pour les valeurs singulieres nulles.

Pour plus d’inconnues que d’équations la solution minimise dg?, dans le cas contraire elle
minimise (Jdq — ¢)?.

La décomposition SVD est hélas un algorithme tres cotteux.

4.4 Résolution itérative des équations non linéaires

Dans le cas d’équations non linéaires, la résolution des équations linéaires a ’aide du jacobien
ne nous donne qu'une solution approchée. Il convient donc de réitérer le processus. La figure
4.9 présente Dalgorithme itératif de base. Aux alentours des singularités cet algorithme peut

calculer ¢

tant que ||c|| > €
calculer J
résoudre J 6q = ¢
g+ q+dq
calculer ¢

Fia. 4.9 — Algorithme itératif de base pour la résolution d’équations géométriques.

présenter un comportement d’oscillation autour de la solution. On peut résoudre ce probleme
en remplacant 'instruction q «— g + dq par un algorithme de minimisation de ||¢|| sur la droite
passant par q et de direction dq. Cette idée est exploitée dans les algorithmes les plus performants
(" quasi-Newton”, ou a base de gradient conjugué).

Les mécanismes sont souvent pourvus de butées qui empéchent les coordonnées articulaires
de dépasser certaines valeurs. On peut adapter 'algorithme précédent pour qu’en cas de depas-
sement, la valeur soit fixée a la valeur limite. Dans ce cas le ddl correspondant n’est plus libre et
la résolution doit se poursuivre aux moyens des autres ddl. L’algorithme présenté en figure 4.10
applique cette idée. Cet algorithme n’est pas garanti de converger vers la solution dans les cas
complexes. Il convient alors de le redémarrer en partant de la solution courante et en libérant
tous les ddl.
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calculer ¢
tant que ||c|| > €
calculer J
résoudre J dq = ¢
q<+ q+4dq
pour chaque ddl i
Si @i > Qimaz alors
i < Qimax
retirer i des ddl disponibles
calculer ¢

F1G. 4.10 — Algorithme itératif avec prise en compte de butées articulaires.

4.5 Utilisation de I’espace libre

4.5.1 Projection sur le noyau de J

Nous nous placons dans le cas ou les ddl fournissent un espace de solutions appelé espace
libre. On peut remarquer que

Ve J(JTT -Dz = JJIYJIH) T -1)2

[
(e
o
S
N

=0

L’opérateur J*J — I projette les vecteurs de corrdonnées articulaires sur le noyau de J. Il en
résulte que

VzJéqg=c = J(bq+ (JTT-1I)z)=c

4.5.2 Optimisation de poses

Quand les ddl fournissent un espace de solutions, il peut étre souhaitable d’y optimiser cer-
tains criteres. Pour un personnage articulé, on peut par exemple souhaiter que les coordonnées
articulaires soient le plus proche possible de valeurs de référence représentant une position ”"na-
turelle”. On formule alors un cout e & minimiser : e = Y. o;(¢; — qic)z. Le probleme se formule
mathématiquement par : minimiser e sous la contrainte c. Il existe des algorithmes perfectionnés
pour résoudre ce genre de problemes. Toutefois, il existe une approche rudimentaire, présentée
en figure 4.11, qui peut donner de bons résultats. La difficulté est de définir ce qu’on entend
par ”petit” pas. Une autre application de 'optimisation de pose consiste a contréler le centre

itérer:
résoudre la contrainte

—
faire un ”petit” pas dans la direction —(J*J — I)grad e

F1G. 4.11 — Une approche simple pour minimiser un critere e tout en respectant des contraintes.

de gravité d’un personnage afin que sa projection au sol soit située entre les pieds.
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Annexe A

Liaisons cinématiques

Liaison ponctuelle

Sphere sur Plan
Cylindres avec axes non paralleles

Solide (S1)

Solide {$2)

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE 2 Translations possibles : Tx et Ty 3 Rotations possibles : Rx , Ry et Rz
(s2)

z

Solide {S2) L (s2) ‘ }*!3')

81
REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE

Solide (S1) Solide (S2)

2 2
ou

o1 Yt

Liaison pivot
ROTULE + L.ANNULAIRE
PLAN + LINEAIRE ANNULAIRE

Solide (S2) ~ Solide (S1)

PIVOT GLISSANT + PONCTUEL

Solide {S2)

Solide {81)

1 ROTATION autour de FAXE
Y

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE
82)
82)
s
81

REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE

Solide (S2)

s
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Liaison glissiere
PIVOT GLISSANT + PONCTUEL
{ Vé+2spheres ) + ( Plan+sphere )

Solide (S2)

Solide {S2)

Solide (1)

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE

(82) 1s2)
v & =
Solide ($1) &N
(s1)

REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE

52
(81

APPUI PLAN#+Lineaire Rectiligne
{ plan+3points ) + { plan+2points )

Solide {S1)
1 TRANSLATION selon I'axe

Solide ($1)

Liaison pivot glissant
2 SPHERES -2 PLANS

2 SPHERES - CYLINDRE

Solide (S2)

Solide ($1) Solide (S1)

1 TRANSLATION POSSIBLE : Tx

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE ¥ -

s2 Solide (S2)

82

Solide (S1)

1 ROTATION POSSIBLE : Rx

Solide (S2) Solide (S1)

Liaison sphérique

SPHERE - Cercle et Point
Solide

SPHERE -3 POINTS
Solide (S1)

Solide (S2)

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE z

[ /2
W )

81
REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE

(82)

w—

Solide (S2)

¥

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE

[C . /(82)
() ,
W,
(s1) s
REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE
o s2)
(//_\ e
C
y s

1

3 Rotations possibles : Rx , Ry et Rz
Ry

% z
Rx ¥ i“‘
%‘ﬁ S Y
. X
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PLAN -3 Points

Solide

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE

52 (s2)
1 ; ()

REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE

]
%/

Solide (81

Appui plan
PLAN / Ligne et Point
Solide

Solide (§1)

2 Translations possibles : Tx et Ty

2 SPHERES sur PLAN

Solide (§1)

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE

(s2) 2
o) ‘s
REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE

s2)
// —
= =
e = p

Solide (S

Linéaire rectiligne

Surface latérale CYLINDRE | PLAN
Solide (52

Solide (S1)

2 Translations possibles : Tx et Ty

¥
X Solide (51)

2 Rotations possibles : Ry et Rz

SPHERE - CYLINDRE

Solide (S2)

Solide (S$1)

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE
(s2) s2)
L8 o |
(s1) 81
REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE

Linéaire annulaire

SPHERE - PRISME

Solide (52)

Solide (81)

1 Translation : Tx

Solide (S1)

z
Solide (52)
X
Solide (S1) Y

3 Rotations possibles : Rx , Ry etRz

Solide ($1, Solide (52)
X Y

36




Hélicoidale
3 SPHERES - PLANS

Solide (S1) Solide (S2)

PIVOT GLISSANT + PONCTUEL

Solide (52)
\ Solide ($1)
ECROU

Solide (81)

REPRESENTATION NORMALISEE PLANE
52 e

P
" 82) Solide ($1)
( J
VN Q\

et Rx
N ™ A
Y\t\s
]
=

X

REPRESENTATION NORMALISEE SPATIALE
/182)

~
(Sn/L\MJ)/ ﬂ (52)

vis
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Annexe B

Glossaire francais-anglais

application de A vers B
base

degré de liberté
espace vectoriel
liaison cinématique
liaison appui plan
liaison glissiere

liaison pivot

liaison pivot glissant
liaison rotule

produit scalaire
produit vectoriel u A v
repere

valeur propre

vecteur propre
vecteur unitaire

38

mapping from A to B
basis

degree of freedom
vector space

kinematic joint

flat joint

prismatic joint

revolute joint (pin joint)
cylindrical joint
spherical joint

dot product

cross product u X v
frame, coordinate system
eigenvalue

eigenvector

unit vector
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