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<<Imagination or visualization and in par-
ticular the use of diagrams has a crutial
part to play in scienti�c investigations.>>

Ren�e Descartes (1637)
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Qu'est-ce que devrait être pour vous la ViSc ?

La Visualisation Scienti�que

- est l'utilisation d'images cr�ees par ordinateur a�n de compren-
dre les donn�ees d'origine de mesures ou de simulation.

- est un important nouveau domaine de recherche qui est parta-
g�e par di��erentes sciences de l'ing�enieur et d'informatique.
(1.conf�erence en 1991, 1.revue international en 1996)

- fournit les outils n�ecessaires pour extraire les informations
souhait�ees des donn�ees et pour en gagner des conaissances.

1. LA BOUCLE DE LA D�ECOUVERTE SCIENTIFIQUE

Comment la ViSc peut être utilis�ee pour am�eliorer le processus de
la d�ecouverte scienti�que ?

Pour introduire ce cours, on va d'abord parler un peu de ce
qu'est la boucle de la d�ecouverte scienti�que. Le processus
classique du calcul scienti�que (mod�elisation math�ematique du

r�eel physique, simulation num�erique, visualisation) y est inclus.

Cela va être expliqu�e avec 3 exemples prototypes qui illustrent
le context scienti�que de la visualisation et les probl�emes qui
se posent. Ce sont 3 exemples dans lesquels se retrouvent la
plupart des techniques et algorithmes dont on va faire connais-
sance dans ce cours.

L'importance particuli�ere est port�ee sur des applications des
mod�eles physiques en 3D. Cela inclut la classes de probl�emes
les plus int�erssants, c.a.d. la mod�elisation et la compr�ehension
de ph�enom�enes de notre monde r�eel.



Mots cl�efs

� Interaction: on va dans ce chapitre donner une introduc-
tion �a la ViSc interactive. On est le plus souvent int�eress�e
au cas o�u l'utilisateur est en interaction avec le mod�ele
math�ematique et dirige la simulation dans l'espoir de "gag-
ner new insight".

� Comprendre l'int�erieure.

� Modi�cation ou am�elioration du mod�ele.

L'interface primeur pour l'interaction consiste en

! l'image visuelle et en cons�equent

! l'input bas�e sur la perception et l'interpr�etation des images
par l'utilisateur.

MODELE OBSERVATION

EVALUATION

DU GRAPHE

Boucle de la

decouverte

scientifique

Mod�ele: Le mod�ele ici peut soit être un mod�ele math�ematique
d'un ph�enom�ene physique que l'on veut simuler, donc un mo-
d�ele abstrait; soit être un mod�ele physique sur lequel on veut
faire des observations, lequel on voudrait bien construire ou
am�eliorer.

MODELE

La boucle de base consiste donc en un mod�ele �! �a partir
duquel on obtient des donn�ees (soit un tr�es grand nombre, soit
tr�es compliqu�e, ou les deux) qui eux seules nous disent rien.



OBSERVATION

Ici intervient donc la visualisation qui nous cr�ee une image.
On comprend mieux ce qui se passe. On peut comprendre
l'ensemble de donn�ees num�eriques obtenues auparavant. On
fait l'observation et  � en cons�equent on fait peut-être des
modi�cations/am�eliorations au mod�ele.

On comprend donc la n�ecessit�e d'une interface (en 2 directions)
qui est la phase interm�ediaire entre le mod�ele et l'observation,
dont on extrait des informations qui forment l'image. C'est la
phase que l'on appelle "�evaluation du graphe". Tr�es souvent
on aura �a calculer le graphe d'une fonction qui ensuite va être
visualis�ee d'une mani�ere appropri�ee �a l'�ecran d'ordinateur.

Nous n'allons pas nous occuper, comment une image apparâ�t

r�eellement sur l'�ecran (avec les projections 3D! 2D, la perspec-
tive, les surfaces et lignes cach�ees. avec l'ilumination, l'ombra-
ge, le rendu r�ealiste, etc). C'est le contenu d'un cours de base
sur l'infographie.

Notre probl�eme est la visualisation d'un ensemble de
donn�ees de taille et de type tr�es di��erent en 3D. Il n'y

a pas de technique qui s'applique dans tous les cas.
Elle d�epend compl�etement du mod�ele du ph�enom�ene �a
�etudier et des informations que l'on souhaite �a extraire
des ensembles de donn�ees.
P.ex.:
Comment visualiser de la pluie sur une carte? ou com-
ment visualiser qu'il y avait 52 l/m2 de pluie en Au-



vergne �a midi?
- dessiner un nuage et '52 l/m2' sur la carte,
- attribuer une couleur �a cette endroit en fonction
des l/m2 tomb�es,

- tracer des histogrammes,
- faire une animation au cours de la journ�ee.

Le probl�eme n'est donc pas comment tracer sur l'�ecran
un nuage de pluie mais l'algorithme ou la technique
qui �a partir d'un �chier de donn�ees enr�egistr�ees nous
�nalement dit qu'il faudra tracer un nuage de pluie au
Puy de Dôme sur la carte de France.
Et pour r�eellement faire de la ViSc il faut �nalement
quand même savoir calculer une image par ordinateur.

Pour la plus grande partie, les techniques de la ViSc revien-
nent d'une mani�ere ou d'une autre �a calculer une fonction et �a
�evaluer son graphe �a partir d'un ensemble de donn�ees souvent

discr�etes.

1.1 FLUX D'INFORMATION POUR LA VISC

MODELISATION
MATHEMATIQUE

CALCUL

Transf. de triangles et
de la surface et

rendu realiste

MODELE MATHEMATIQUE

DONNEES

EVALUATION DU
GRAPHE

CALCUL

GRAPHE

DONNEES

IMAGES

DONNEES



1.2 EXEMPLE: SIMULATION NUMERIQUE

| Design d'une aile d'avion|

Simulation numerique
des equations
Navier-Stokes

Transf. + Scan Conversion
des traces de particules
et da le geometrie de la
surface.

Champs de vecteurs

donnees discretes

Calcul des traces

de particules

Donnees des

traces de particules

Image

Donnees

Mod�elisation math�ematique d'un ph�enom�ene physique

- mettre en �equation les lois de la physique: ici de la dynamique
des 
uides

) �equations de Navier-Stokes (EDP)

- mettre en relation le vecteur de velocit�e ~VVV = (u; v; w), le scalaire de
la pression p, une constante de densit�e du 
uide �, une constante
de viscosit�e dynamique � et le vecteur des forces ext�erieures ~FFF =

(x; y; z)

�

�
@
~VVV
@t

+ (~VVV � r)~VVV
�
= �rp+ �r2~VVV+ ~FFF:



Ensemble avec une �equation de continuit�e

div
~VVV = 0:

Il s'agit de resoudre ces �equations pour ~VVV et p en fonction du
temps t et les coordonn�ees de l'espace (x; y; z).

Il faut d'abord �xer les conditions de bord sur la surface S de
l'aile. Elle sont tr�es importantes. Dans ce cas elles doivent cor-
respondre �a la condition que la vitesse du 
uide doit être �egale �a
la vitesse de l'avion ~AAA �a sa surface et la vitesse du 
uide loins de
l'avion doit approximer les condition d'un 
ux libre.

(d
~
A
dt

(t) vitesse de l'avion)

~VVV(x; y; z; t) =
d
~AAA
dt

(t) = 0 pour (x; y; z) 2 S:

) Il faut une description math�ematique du \bord", qui est
dans beaucoup de cas un objet g�eom�etrique.

Ici: surface de l'aile.

On utilise des surfaces de forme libre, p.ex. les surfaces B-spline
trimm�ees:

S(u; v) =
XX

bbbijNn
i (u)N

m
j (v):



R�esolution de l'EDP par des m�ethodes num�eriques (en g�en�eral
il n'existe pas de solutions explicites). Elles fournissent les valeurs

de ~VVV et p en quelques points discrets:

(a) par di��erences �nies:
utiliser une grille uniforme de l'espace. L'EDP est remplac�ee
par une approximation o�u les d�eriv�ees partielles sont approxi-
m�ees par des di��erences

ux '
1

2
(ui+1;j;k � ui�1;j;k)

uy '
1

2
(ui;j+1;k � ui;j�1;k)

uz '
1

2
(ui;j;k+1 � ui;j;k�1)

r2u = uxx + uyy + uzz ' (ui+1;j;k � 2ui;j;k + ui�1;j;k) + ( ) + ( )

avec ui;j;k = u(xi; yj; zk), (xi; yj; zk) �etant un point de la grille.

(b) par �el�ements �nis
La solution est suppos�ee d'être sous la forme d'une combi-
naison lin�eaire de fonctions bi d�e�nies par morceaux sur une



d�ecomposition de l'espace et qui n'ont qu'un petit support
(i.e. support local).

u(x; y; z) =

nX
i=1

aibi(x; y; z) (�)

Calculer les coeÆcients ai en exigeant p.ex. que (�) satisfait
l'EDP en n points discrets.
) syst�eme d'�equations lin�eaires creux: en 3D 1003 �equations
et 1003 inconnues.
) m�ethodes it�eratives (gradient conjugu�e)

) Champs de vecteurs, donn�ees discr�etes

Evaluation du graphe

pr�eparer les donn�ees (champs de vecteurs 3D)

~VVV(x; y; z) =

2
4 u(x; y; z)v(x; y; z)

w(x; y; z)

3
5 ; (x; y; z) 2 D;

connues sur une grille (xi; yj; zk), i = 1; : : : ; Nx, j = 1; : : : ; Ny, k =

1; : : : ; Nz, pour la visualisation: approximation, interpolation, anal-
yse multi-r�esolution.

Choix de la m�ethode de visualisation !

! hedgehog (h�erisson): tracer une collection de 
ash/vecteurs
en les points de la grille. C'est une m�ethode tr�es limit�ee pour
apprendre qc d'un champs en 3D.

! Animation des particules suivant les lignes de courant :
courbes 3D tangentes au champs ~VVV (streamlines).

PPP(t) =

2
4x(t)y(t)

z(t)

3
5



i.e. PPP
0
(t) = (x0(t); y0(t); z0(t))T = ~VVV(x(t); y(t); z(t)) = ~VVV(PPP(t)).

i.e. resoudre num�eriquement une EDO (Runge Kutta).

! d�eformation du type FFD

AÆchage �a l'�ecran - display

La phase d'�evaluation du graphe produit en g�en�eral des \primitives
graphiques" qui sont ensuite aÆch�es par un grand nombre de
techniques disponible �a l'�ecran (voir techniques en infographie,
synth�ese d'images) [FolvDam??].

ici: Animation d'une trace de particules autour de l'aile.

! Transformation et rendu de la trace des particules et des bord
polygonaux (triangles, quadrilat�eres) de la surface de l'aile

! les poygones passent par une \viewing pipeline":
coorodnn�ees 3D du domaine de mod�elisation )
coorodnn�ees 2D de l'�ecran )
colorage des pixels �a l'int�erieur du polygone d'apr�es une m�e-

thode d'illumination et d'ombrage, calcul des surfaces cach�ees,
clipping des primitives.

1.3 EXEMPLE 2: IMAGERIE MEDICALE

Rayonnement d'une tumeur (radioth�erapie)



Le m�edcin doit positionner l'appareil pour qu'il cible la tumeur et
ne d�etruit pas trop de cellules seines autour.

Le m�edcin doit avoir connaissance de l'endroit exacte d'une tu-
meur.

Les m�ethodes de la visualisation volumique permettent un regard

�a l'int�erieur non-chirurgical pour trouver l'endroit �a traiter.

Une simulation interactive du traitement permet de �xer les para-
m�etres du traitement (direction, focus, intensit�e, etc.) pour que
l'exposition du patient au rayonnement soit minimis�ee.

Assemblage et/ou
Lissage des

donnees MRI

Transf. + Scan Conversion
et geometrie de la surface
composee avec donnees
de l’image

Coefficients de la
fonction a trois

variables

Calcul des
iso-surfaces et

rendu du volume

Surface triangulee

Donnees de l’image

Image

Donnees

Mod�elisation math�ematique

Techniques fournssant des donn�ees pour l'imagerie m�edicale:

� PET positron emission tomography

� MRI magnetic resonance imaging

(IRM Imagerie par r�esonance magn�etique)

� Ultra-son

Les donn�ees: (xi; yj; zk;Fijk), i = 1; : : : ; Nx

j = 1; : : : ; Ny

k = 1; : : : ; Nz,
VVVijk = (xi; yj; zk) positions des cites de donn�ees

dans l'espace 3D.



D�eterminer une fonction trivariate F (x; y; z) telle que
F (VVVijk) = Fijk (interpolation), ou
F (VVVijk) � Fijk (approximation)

� VVVijk se trouvent sur une grille cube (grille r�eguli�ere)

) F trilin�eaire par morceaux sur chaque voxel de la grille (ou
produit tensoriel triple de splines cubiques ! plus lisse).

� VVVijk non-structur�es

) M�ethodes d'interpolation de \scattered data".

Evaluation du graphe

(a) Calcul d'iso-surfaces (surfaces d'iso-valeurs) de la fonction
mod�elisant F (x; y; z)

S� = f(x; y; z)jF (x; y; z) = �g:

C'est la version 3D des lignes de contour, p.ex. les lignes de
niveau de pression constante sur une carte m�et�eo.

- S� se compose souvent en plusieurs morceaux de surface.

- S� est calcul�ee approximativement et repr�esent�ee par un
ensemble de triangles:

Algorithme \Marchign cubes"

� �evaluer F en xi; yj; zk ) Fijk > � ou < �

� calculer l'intersection de S� avec les arêtes en supposant
qu'elle ne varie que lin�eairement sur les arêtes

) polygones, les trianguler

) iso-surface triangul�ee (tri-lin�eaire par morceaux).



en sortie de l'algorithme: Liste de triangles surfaciques.

AÆachage �a l'�ecran pour visualiser l'iso-surface en 3D.

(b) Rendu volumique (volume rendering)

Technique permettant de regarder le volume en une seule im-
age, ressemblant aux radiographiques, pour regarder �a l'int�eri-
eur d'un objet.

Ray casting volume rendering

Algorithme:

Lancer un rayon �a partir de votre point de vue �a travers d'un
pixel de l'�ecran dans le volume.
Le rayon rentre dans le volume, traverse plusieurs voxel et y
calcule des valeurs le long du rayon.
Une \fonction de transfert" les compose pour attribuer une
couleur �a ce pixel �a l'�ecran.
R�ep�etition pour chaque pixel.



� tr�es eÆcace
� tr�es cher en temps de calcul
� calcul en temps r�eel souhaitable.

1.4 EXEMPLE 3: MODELISATION DE SCATTERED DATA

Surveillance de concentration de CO2 dans l'air

- donn�ees mesur�ees en intervalles irr�eguli�eres dans une p�eriode
de temps.

- pr�eparer les donn�ees pour �eventuellement pouvoir d�etecter des
comportement globaux.

- visualiser des fonctions sur la terre.

Calcul d’une
approximation

spherique

Transf. de triangles et
de la surface et

rendu realiste

Modele mathematique
Parametres,
Donnees

Calcul du graphe de
l’approximation
spherique

Graphe d’une surface,
Geometrie,
Donnees

Image

Donnees



Mod�elisation math�ematique

la terre S = f(x; y; z)jx2 + y2 + z2 = 1g sph�ere unit�e.

donn�ees: PPPi 2 S et valeurs Fi en les PPPi, i = 1; : : : ; N .

on cherche une fonction F : S ! IR qui interpole ou approxime les
valeurs sur la sph�ere S: F (PPPi) = Fi.

) surface-on-surface.

Evaluation du graphe

� calculer le graphe tel qu'il est repr�esent�ee sur l'image pr�ec�e-
dente: fonction �a valeur r�eelle sur une sp�ere.

prendre chaque pixel dans l'espace image, d�eterminer ou il se
trouve sur la sp�ere, et �evaluer la fonction en ce point pour lui
associer une couleur. ! trop cher en temps de calcul !

� calculer des approximations polygonales des courbes de con-
tour

C� = f(x; y; z)jF (x; y; z) = �g:

Repr�esenter le domaine S par des triangles et supposer que F

est tr�es simple (ex. lin�eaire) sur les arêtes du triangle.
) les courbes de contour sont polygonales.

! tr�es utile ! mais certains propri�et�es de la fonction F peuvent
rester invisibles: cercles cocentriques, etc.

) tracer la surface F semi-transparent avec di��erentes couleurs
+ lignes de contour sur la terre en arri�ere-plan.

Extension: suface-sur-une-surface arbitraire.



1.5 BESOIN EN PUISSANCE DE CALCUL ET DE RESEAU

Exemple: Navier-Stokes (Simulation aile d'avion)

Discretisation +
Resolution du systeme

Scan Conv

Tranf. 3D -> 2D

Champs de vecteurs Calcul des traces
de particules Donnees

Image, Data

( 4 N K ) u

( 3 N ) fp# ( 3 R P ) v ( 3 P R ) fp#

( P R )  l
( 2 V ) p
( P R ) t
( V ) t

3 ( S  S  ) Bytesx y

Exemple: Navier-Stokes:

N Nx = Ny = Nz = 100 N = 106

K it�erations pour convergence K = 10

u op�erations par it�eration u = 25flop

4 valeurs non-nulles par �equation 4

9>=
>; 1G 
op

( 3 N ) 32 bits
�
96 M bits

R # pas du EDO-solver R = 100

P # patches P = 100

v # op�erations par pas v = 20flop

9=
; 0.6M 
op

( 3 P R ) 32 bits
�
0.96 M bits

V # sommets de la V = 10:000

triangulation surfacique
2V # triangles
l # op: convertir triang en lignes l = 500ops

p # op: p = 1000ops

t # op: transf. + clipping t = 20flop

9>>>>>=
>>>>>;
7.4M ops



Sx taille de l'image Sx = 1000

Sy Sy = 1000

3 RGB couleur
8 bits = 1 Byte

9>=
>; 24 Mbits

1 G flops

0.6 M flops

5 M ops
2 M ops
0.2 flops
0.2 flops

96 M bits
(12 MB)

24 M bits
(3 MB)

0.96 M bits
(0.12 MB)



2. LES DONN�EES

2.1 EXEMPLES

� WELL LOG DATA (Courtesy D.Lane & D.Krinsel)

Location Mineral

5.50
5.50

.

.

.

.

.

1.00
1.00

.

.

.

.

.

0.00
10.00

.

.

.

.

.

11.0
10.0

.

.

.

.

.

G�eophysique: collectionner des mesures de di��erentes profondeurs

�a certaines positions �xes.

positions (xi; yi) 2 surface de la terre
la profondeur et le nombre de mesures peuvent varier d'une posi-
tion �a l'autre.

Donn�ees: (xi; yi; zij ;Mij ) i = 1; : : : ; N , ij = 1; : : : ; Ni.

� BIG SUR (Courtesy R.Franke)

Location Temperature

23.56
49.29
67.24

.

.

.

.

37.80
54.78
43.42

.

.

.

.

27.3
69.2
10.2

.

.

.

.

Track Data: (xij; yij;Tij) i; j = 1; : : : ; N;M .



� SCANNEUR M�EDICAL
X                  Y                  Z Density

0.000
0.000

.

.

.
0.000
0.000

.

.

.

0.000
0.000

.

.

.
0.000
0.016

.

.

.

0.000
0.015

.

.

.
1.000
0.000

.

.

.

243
175

.

.

.
186
187

.

.

.

i j k

Donn�ees: Fijk = F (xi; yj; zk) i; j; k = 1; : : : ; N .

Les sites des donn�ees se trouvent sur une grille cubique uniforme,
i.e. �equidistante dans chacune des 3 directions x; y; z.

Origine: MRI, PET, Ultra-son, ...

� FLAMME
Location Concentration

0.00
0.00
0.00

.

.

.

.

0.00
0.00
0.00

.

.

.

.

0.02
0.04
0.06

.

.

.

.

001
007
003

.

.

.

.

Donn�ees repr�esentant des concentration de gaz dans un haut-
fourneau. Pour chaque couche zk la 
amme est scann�ee par un
laser qui radialement d�etermine les positions et permet d'e�ectuer
les mesures de concentration

(ricos(�j); risin(�j); zk;Cijk)

ri = rmin + i�r

�j = �min + j��

rk = rmin + k�z



� AILE D'AVION (Courtesy Nasa Ames)

Location Pressure

-132.1
-128.3
-116.8

.

.

.

.

38.5
38.5
38.5

.

.

.

.

6.1
6.6
7.5

.

.

.

.

0.164
0.119
0.067

.

.

.

.

Simulation num�erique de la pression sur une aile d'avion.

Donn�ees: (xij ; yij; zij;Pij), i = 1; : : : ; Nu,
j = 1; : : : ; Nv,

(xij; yij; zij) = W (ui; vj),
W (u; v) surface param�etrique de l'aile.

� VOITURE (Courtesy Y.Nakajima, Nissan)

Location Velocity

7.77
4.14

.

.

.

.

.

9.45
-2.78

.

.

.

.

.

3.85
2.68

.

.

.

.

.

(1.33   2.34   0.45)
(1.86   3.56   1.25)

.

.

.

.

.

Simulation Num�erique: V�elocit�e par Navier-Stokes

Donn�ees: (xijk; yijk; zijk; (uijk; vijk; wijk)) i = 1; : : : ; Nx,
j = 1; : : : ; Ny,
k = 1; : : : ; Nz.



� CERVEAU
Location Voltage

6.54
9.14
9.45

.

.

.

.

4.56
-3.14
2.12

.

.

.

.

5.64
1.38
1.19

.

.

.

.

0.033
0.086
0.310

.

.

.

.

Neurologie: Un �electro-enc�ephalogramme (EEG) permet de me-
surer l'activit�e du cerveau �a plusieurs endroits en même temps en
pla�cant ici 6 �electrodes sur le crâne.

Donn�ees: (xi; yi; zi;Vij), i = 1; : : : ; N ,
j = 1; : : : ; 6.

(xi; yi; zi) 2 crâne.

� M�ET�EO - PLUIE
Longitude       Latitude Rainfall

43 19’ 34’’
21 35’ 59’’
43 19’ 34’’

.

.

.

.

23 36’ 13’’
45 09’ 36’’
23 36’ 13’’

.

.

.

.

14.6
23.6
14.6

.

.

.

.

Les stations de mesure sont arbitrairement distribu�ees dans le
monde. Les sites peuvent être consid�er�ees comme points random
sur la sph�ere de rayon 1.

Donn�ees: (xi; yi; zi;Ri), i = 1; : : : ; N .
avec la restriction x2i + y2i + z2i = 1.

On peut inclure cette restriction dans les donn�ees en les d�ecrivant
par angles de latitude �i et de longitude 	i.

(xi; yi; zi) = (sin�icos	i; sin�isin	i; cos�i)



� CLIMAT (Courtesy R.Craw�s, N.Max, LLNL)

Longitude       Latitude Wind Velocity

43 19’ 34’’
43 19’ 34’’
44 20’ 57’’

.

.

.

.

23 36’ 13’’
23 45’ 36’’
23 36’ 13’’

.

.

.

.

(1.2   2.5   6.2)
(2.6   2.9   3.7)
(2.1   5.2   2.6)

.

.

.

.

En 19 altitudes au dessus de chaque position la direction et la
vitesse du vent sont mesur�ees.

Donn�ees: (�ij ;	ij; '
k
ij; (uijk; vijk; wijk)), i = 1; : : : ; N ,

j = 1; : : : ;M ,
k = 1; : : : ; 19.

Grille curviligne sph�erique.

� SON
Location Decibel

24.45
10.31
12.87

.

.

.

.

13.56
50.45
35.60

.

.

.

.

3.56
5.67

21.04
.
.
.
.

58.0
49.3
36.9

.

.

.

.

Le niveau du son est mesur�e �a di��erents endroits dans une salle.
Le but est de placer des appareils g�en�erant du son ainsi que des
objets absorbant du son a�n d'obtenir une distribution optimale.

Donn�ees: (xi; yi; zi;Di), i = 1; : : : ; N .



� BOURSE (Courtesy E-K.Koh)

RO/4              EP          F2GRW           RTN

24.1
18.3

.

.

.

.

.

38.5
26.5

.

.

.

.

.

62.1
68.6

.

.

.

.

.

37.1
13.7

.

.

.

.

.

R0/4 - Juillet 1987 performance
EP - Earnings pro Price Ratio
F2GRW - Groth Potential
RTN - October 1987 Performance

Donn�ees: (xi; yi; zi; wi), i = 1; : : : ; N .

� R�ESERVOIR
Location Density

405.8
775.6

.

.

.

.

.

333.5
456.9

.

.

.

.

.

123.5
278.2

.

.

.

.

.

1.35
2.59

.

.

.

.

.

Ensemble de cellules se composant en plusieurs faces. Il peut y
avoir des failles et des discontinuit�es.

F (PPPi) peut être di��erent pour le même point PPPi mais pour dif-
f�erentes cellules.



� �EL�EMENTS FINIS
Location Temperature

21.9
95.3

.

.

.

.

.

69.2
11.9

.

.

.

.

.

23.1
99.7

.

.

.

.

.

88.7
78.9

.

.

.

.

.

Donn�ees: (xi; yi; zi;Ti), i = 1; : : : ; N ,
Faces: Fk = P1; : : : ; PN ,
Cellules: Cj = F1; : : : ; FM .



2.2 CLASSIFICATION

Les exemples montrent bien avec quels types de donn�ees nous
avons �a faire en g�en�eral. Ils sont choisis de mani�ere �a être
repr�esentatifs pour beaucoup d'autres applications.

Tous les ensembles de donn�ees ont 3 variables ind�ependantes
et, soit une valeur d�ependante scalaire, soit vectorielle.

(xi; yi; zi;Fi)

(xi; yi; zi; (ui; vi; wi))

)
3 variables ind�ep.

1 variable d�ep. scalaire ou vectorielle

Les 3 variables ind�ep. repr�esentent soit une position dans l'es-
pace, soit le temps et une position en 2D.

(xi; yi; zi)

(ti; xi; yi)

)
3 variables ind�ep.

On distingue 2 cat�egories:

� 3 variable ind�ep., non-contraintes:
La position n'est pas soumise �a des contraintes. Elle peut se
trouver n'importe o�u dans une r�egion connexe d'un espace
3D.
) donn�ees volumiques.

� 3 variables ind�ep., contraintes:
Les donn�ees ind�ep. sont restreintes �a se trouver dans un
sous-ensemble 2D de l'espace 3D.
) donn�ees \surface-on-surface".



2.2.1 Origine

� Simulation

� Mesures

2.2.2 Dimensions

� Domaine des sites de donn�ees

2-DIMENSIONNEL



3-DIMENSIONNEL

n-DIMENSIONNEL

� Image du site de donn�ee:

SCALAIRE
Densit�e, temp�erature, concentration, pression, potentiel, al-

titude, d�ecibel, ...

VECTEUR
v�elocit�e (u(x; y; z); v(x; y; z); w(x; y; z)),
gradient d'un champ scalaire F (x; y; z)

rF =

�
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z
;

�
;

force, courent, ...



TENSEUR
Gradient de v�elocit�e

(�ij) =

0
B@

@u
@x

@u
@y

@u
@z

@v
@x

@v
@y

@v
@z

@w
@x

@w
@y

@w
@z

1
CA

vitesse de torsion D = c(�ij + �ji),
vitesse de rotation W = k(�ij � �ji),
tension, conductivit�e, moment d'inertie, ...

2.3 STRUCURE DE DONN�EES

2.3.1 Vocabulaire

DONN�EES irr�eguli�eres, scattered data,

non-uniform�ement distribu�ees

GRILLES, MAILLES (Grids & Meshes)

\structur�es":

uniforme rectangulaire
enne r�eguli�ere



grille cube

curvilin�eaire

\non-structur�es":

triangulaire

irr�egulaire hybride



CELLULES

2D

triangle quadrilat�ere polygone

3D

tetra�edre hexa�edre poly�edre

2.3.2 G�eom�etrie - topologie

G�eom�etrie: Elle est donn�ee par des points avec une structure
de donn�ees (tableau, liste connect�ee, ...). Ils d�eterminent le posi-

tionnenemt dans l'espace et la forme de l'objet.

Toplogie: Elle consiste en des connections de points, arêtes,
faces, etc, pour former une d�ecomposition cellulaire de l'objet. Elle



fournit les relations d'adjacence ou le voisinage entre sommets,
arêtes. faces, ou cellules. La structure de donn�ees contient ces
informations.

Exemple 1: Grille cart�esienne
G�eom�etrie xi i = 1; : : : ; Nx

yj j = 1; : : : ; Ny

zk k = 1; : : : ; Nz

Topologie

Exemple 2: Grille curviligne
G�eom�etrie xijk i = 1; : : : ; Nx

yijk j = 1; : : : ; Ny

zijk k = 1; : : : ; Nz

Topologie

Exemple 3: Grille triangulaire - triangulation

G�eom�etrie (xi; yi; zi) i = 1; : : : ; N

Topologie



Triangles Faces voisines
V1 V2 V3 F1 F2 F3

1 2 3 7 2 -1
1 3 4 3 -1 1
4 3 7 5 4 2
4 7 5 5 -1 3
3 5 7 4 3 6
3 6 5 -1 5 7
2 6 3 6 1 -1

se g�en�eralise aux grilles tetra�edriques.

Poly�edres

En E3 un poly�edre est d�e�nit par un ensemble �ni de polygones
planes tel que chaque arête d'un polygone est partag�ee avec ex-
actement un autre polygone et aucun sous-ensemble de polygones
a la même propri�et�e. P.ex.

tetra�edre polygone non non



Triangulations surfaciques

Les triangulations surfaciques sont des triangulations de points
dans un espace 3-dimensionnel qui appartiennent �a une surface
(2-dimensionnelle).

Une triangulation surfacique est une approximation d'une sur-
face par une surface plane par morceaux, chaque morceau �etant
un triangle.

La topologie de la surface sous-jacente peut être quelconque
mais doit être \2-manifold".

Les situations suivantes sont interdites:

point isol�e non-manifold, arête commune �a > 2 triangles, sommet
non-appartenant, �a l'ensemble de points, arête isol�ee.



Remarque: Ce qui est la triangulation surfacique pour la surface
est la tetr�edrisation pour les volumes.

2.3.3 Structure de donn�ees B-rep

Le B-rep permet de d�ecrire autant les informations g�eom�etriques
que topologiques d�e�nissant un objet poly�edrique dans l'espace
3D.

Cette structure de donn�ee est une repr�esentation d'un objet par
ces bord, d'o�u son nom: B-rep: Boundary representation. Elle
d�ecrit en priorit�e la topologie de l'objet sous form de graphe, sur

lequel on m�emorise les informations g�eom�etriques.

On distingue 2 classes de structures ici:

� Edge List

� Winged Edge List (Arête Ail�ee)

Structure de donn�ees EL

Elle marche pour tous les objets poly�edriques.



typedef struct successeur successeur;

struct successeurf
int numero;

successeur *suiv;

g

typedef struct sommet sommet;

struct sommet f
double x, y, z;

char flag;

successeur *succ;

g

sommet *tableau;

tableau = (sommet*) malloc (N*sizeof (sommet));

Exemple:

- coordonn�ees du 3�eme sommet: tableau[3].x

tableau[3].y

tableau[3].z

- indice du 1er voisin du 5�eme sommet:

tableau[5].succ ! numero

�chier de donn�ees pour des triangulations:

Fichier \classique":



x1 y1 z1
...

...
...

xn yn zn

9=
; coordonnees des n sommets

...
...

...
indi1 indi2 indi3
...

...
...

9>>=
>>; indices des sommets des m triangles

les indices des sommets d'un triangles doivent être tri�es dans
l'ordre trigonom�etrique.

Fichier \EL":

N nombre de sommets

i1 i2 � � � in1
...
k1 k2 � � � knN

9>=
>; indices des ni voisins du sommet i

x1 y1 z1
...

...
...

xN yN zN

9=
; coordonnees 3D des N sommets



Exemple:

Fichier classique EL

0.1 1.5 3.5 9
... 9 2 6 8
... 9 2 6 8

7.8 4.3 1.8 1 9 4 3 6
8 6 7 2 4 5 7 6
2 3 6 9 5 3 2
6 3 7 4 7 3

... 1 2 3 7 8

... 1 2 3 7 8
9 4 2 1 6 7

0.1 1.5 3.5

liste des coord. des points
...

liste des triangles
...

7.8 4.3 1.8

liste des sommets voisins �a chaque
sommet (topologie)
liste des coord. des points (g�eom�etrie

Op�erations :



- ajouter sommet
- supprimer sommet
- marquer points du bord
- construire la liste des triangles
- tests si structure est correcte
- ...

Commentaires :

- structure simple
- pas la plus rapide pour les op�erations �a e�ectuer
- peu de place m�emoire n�ecessaire.

Structure de donn�ees DCEL (Doubly Connected Edge List)

Structure du type \arête ail�ee", bas�ee sur une repr�esentation par
arêtes, faces et sommets, ax�ee sur la d�escription des arêtes.

- arête A est repr�esent�ee par deux sommets extr�emeaux S1 et
S2 d�e�nissant son orientation ~S1S2.

- arête A pointe sur deux faces adjacentes: F1 �a sa gauche, F2
�a sa droite (vue de l'ext�erieure).

- arête A pointe sur deux arêtes obtenues l'une par rotation de
A autpour de S1 sur F1 ) arête A1; et rotation (de A) autour
de S2 sur F2 ) arête A2.

Pour faciliter la manipulation des objets poly�edriques suivant les
di��erents �el�ements qui le composent, il est n�ecessaire de construire
une passerelle entre une face et une arête adjacente (n'importe
laquelle) et un sommet et une arête (n'importe laquelle).



On rajoute alors au niveau d'une face un lien �a une de ces arêtes
et au niveau d'un sommet une arête dont il est extr�emit�e. Ces
liens ne sont pas uniques.

Exemple: DCEL

Op�erations :

- d�eterminer sommets adjacents �a un somm�e donn�e
- d�eterminer arêtes formant le contour d'une face
- d�eterminer la normale ext�erieure �a une face
- d�eterminer l'arête pr�ec�edente �a une arête sur le contour d'une
face donn�ee

- Op�erations d'Euler (modi�cations de la structure)
- construction d'une DCEL �a partir d'une EL.
- ...

Commentaires :

- DCEL est un bon compromis entre peu de place m�emoire et
rapidit�e.

- DCEL est plus complexe que EL.
- Les op�erations DCEL de base sont plus rapides que les EL.



3. MOD�ELISATION DE \SCATTERED DATA"

Grands ensembles de donn�ees discr�etes
) visualiser, en tirer de l'information
) comprendre la relation entre les donn�ees, connâ�tre le graphe

de la fonction interpolant ou approximant les donn�ees.

Dans beaucoup de domaines techniques ou des sciences na-
turelles on rencontre le probl�eme d'interpolation ou d'approxi-
mation d'un tr�es grand ensemble de donn�ees non-structur�ees
(dispers�ees, irr�eguli�eres).

Exemples:

a) mesures de temp�erature �a di��erents endroits dans un haut
fourneau.

b) mesures de concentrations de min�eraux connues �a di��erentes
profondeurs dans des trous de forage.

c) mesures de densit�e �a di��erents endroits dans le corps humain.
d) mesures de concentration CO2 dans l'air �a di��erents endroits

sur la terre.
e) mesures de pression sur une aille d'avion dans une sou
erie.

donn�e : (xxxi; fi), i = 0; : : : ; N

site de donn�ees: xxxi = (xi; yi) 2 IR2

xxxi = (xi; yi; zi) 2 IR3

mesures (donn�ees) fi 2 IR

cherch�e : fonction continue F : IRd ! IR (d=2,3) t.q.



F (xxxi) = fi pour l'interpolation
F (xxxi) � fi pour l'approximation, p.ex.

E =
PN

i=1 !i(fi � F (xxx)))2 ! min.
moindres carr�es pond�er�es.

La compr�ehension de la relation entre les donn�ees n'est en g�en�eral

pas possible en les tra�cant simplement:

� (xi; fi)

� (xi; yi; fi)

Ici, en tracant le graphe de la fonction interpolante F peut
consid�erablement aider �a comprendre les donn�ees.

� (xiyi; zi; fi)



! Pour beaucoup de m�ethodes de visualisation de volumes il est
indispensable de connâ�tre une fonction (continue) qui repr�e-
sente les donn�ees, c'est les cas pour la m�ethode de visualisation
par coupe (slicing).

! Une fonction continue peut même servir �a l'extraction de
donn�ees sur une grille cubique.

Bien que nous sommes int�eress�es principalement par la mo-
d�elisation de scattered data volumiques ou sur une surface, il
est plus facile de comprendre les di��erentes techniques sur des
donn�ees �a 2 variables ind�ependantes: (xi; yi; fi) i = 1; : : : ; N .

3.1 M�ETHODES DE BASE POUR l'INTERPOLATION DE

SCATTERED DATA DU TYPE (xxxi 2 IR2
; IR3; fi)

3.1.1 M�ethode de Shepard (1965)

Id�ee principale: L'interpolant est une moyenne pond�er�ee des or-
donn�ees, les poids �etant une puissance de l'inverse de la distance
entre les sites de donn�ees.

F (xxx) =
NX
i=1

!i(xxx)fi

avec les fonctions de pond�eration

!i(xxx) =
1

[di(xxx)]�iPN
j=1

1

[dj(xxx)]�j
; di(xxx) = kxxx� xxxik2 ; �i � 1 :



di
x

xi

�i = 2 en pratique.

u

u

u

u

u

1

2

3

4

5

In
uence des �i:
�1 = 2, �2 = 1, �3 = 0:5, �4 = 15, �5 = 2

La fonction de pond�eration est construite de mani�ere �a ce que
son in
uence sur un point diminue lorsque sa distance au point
augmente.

Propri�et�es de !i(xxx):

� !i(xxx) 2 C0 continuit�e

� !i(xxx) � 0 positivit�e

� !i(xxxj) = Æij interpolation F (xxxi) = fi

�
PN

i=1 !i(xxx) = 1 normalisation.



expression �equivalente:

!i(xxx) =

Q
j 6=i[dj(xxx)]

�iPN
k=1

Q
j 6=k[dk(xxx)]

�i

=) !i(xxxj) = Æij

=) F (xxxj) = fj, j = 1; : : : ; N .

Ici on supprime les +1
+1 et const

+1 .

M�ethode connue pour avoir beaucoup de d�esavantages:

D�esavantages:

� M�ethode globale:
- n�ecessite de recalculer toutes les !i si un point est modi��e,

- !i(xxx) = 1=d2i (xxx) in
uence trop globale
� �i = 1: d�eriv�ee discontinue de l'interpolant en les xxxi
� �i > 1: \
at spots" (plan tangent parall�ele au plan (x; y))
en les (xi; yi), car @F=@x(xi; yi) = @F=@y(xi; yi) = 0. Donc la
m�ethode ne reproduit pas la forme locale inh�erente des donn-
�ees.

� pas assez d'in
uence des points �eloign�es.

Avantages:

� pas de syst�eme lin�eaire �a r�esoudre
� Minfi � F (xxx) � Maxfi (propri�et�e de l'enveloppe convexe due
�a la normalisation et la positivit�e de !i)

� point de d�epart pour le d�eveloppement de beaucoup d'autres
m�ethodes qui elles �eliminent les discontinuit�es:

� localisation: !i(xxx) = (
(R�di(x))+

Rdi(x)
)2 (voir MQS apr�es)

di(x) > R ) !i(x) = 0.
� M�ethode locale avec formule de r�ecurrence, comme Newton
(HL 391)



� interpolation des premiers termes du d�eveloppement de Taylor
de F jusqu'�a l'ordre k.
Exemple k = 1 : Interpolation des fi et de l'espace tangent en
les xxxi, i.e. (fi = F (xxxi), @F

@x
(xxxi), @F

@y
(xxxi), @F

@z
(xxxi))

F (xxx) =

PN
i=1 !i

�
fi+ < Grad F (xxxi); (xxx� xxxi)

�
>PN

i=1 !i

=

PN
i=1 !i

�
fi+

@F
@x

(xxxi))(x � xi) +
@F
@y

(xxxi)(y � yi) +
@F
@z

(xxxi)(z � zi)
�

PN
i=1 !i

=) plus de \
at spots", =) am�eliore l'ordre d'approximation,

MAIS, d�eriv�ees en g�en�eral pas disponibles.

G�en�eralisations:

- Interpolation:

F (xxx) =
P

!k(xxx)Lkf(xxx)P
!i(xxx)

Lkf �etant une approximation de f t.q. Lkf(xxxk) = fk.

- Approximation au sens des mondres carr�es:
F (xxx) = ~F (a0; a1; : : : ; an;xxx) o�u a0; a1; : : : ; an sont des param�etres �a
d�eterminer t.q.

nX
k=1

h
fk � ~F (a0; a1; : : : ; an;xxx)

ik
!k(xxx) ! min :

La performance des m�ethodes du dernier type d�epend beau-
coup du choix de la fonction de pond�eration !i.

Choix de !i et de Lkf ?



3.1.2 Modi�ed Quadratic Shepard (MQS)

Franke, Nielson 1980

� modi�cation des fonctions de pond�eration pour localiser l'ap-
proximation,

� remplacer Lkf par une approximation locale \appropri�ee": Qi.

F (xxx) =
PN

i=1 !i(xxx)Qi(xxx)PN
i=1 !i(xxx)

; !i(xxx) =
(R! � di)

2
+

(R!di)2
R! = const:

Qi(xxx): fonction biquadratique t.q. Qi(xxxi) = fi obtenue par approx-
imation par moindres carr�es pond�er�es (poids �i).

La fonction de pond�eration �i pour Qi est �egale �a !i avec une
autre constante Rq.

R

Algorithme:

1. choisir les param�etres Nq et N! a�n de d�e�nir

!i(xxx) =
(R! � di(xxx))2+

(R!di)2
; R! =

D

2

r
N!

N

�i(xxx) =
(Rq � di(xxx))2+

(Rqdi)2
; Rq =

D

2

r
Nq

N

avec D = maxijkxxxi � xxxjk2:
(valeurs par d�efaut: Nq = 54, N! = 27).



2. d�eterminer Qi i = 1; : : : ; N , avec

Qi(xxx) = Qi(x; y; z) =fi + ai2(x � xi) + ai3(y � yi) + ai4(z � zi)

+ ai5(x � xi)
2 + ai6(y � yi)

2 + ai7(z � zi)
2

+ ai8(x � xi)(y � yi) + ai9(x � xi)(z � zi)

+ ai10(y � yi)(z � zi)

par la m�ethode des moindres carr�ees suivante:
((xi; yi; zi) �x�e, k varie, aij inconnues )

Gi =

NX
k=1

k6=i

�i(xk; yk; zk)

�
Qi(xk; yk; zk)� fk

�2
�! min

aij;j=2;:::;10

Gi �etant une fonctionnelle quadratique convexe.
Gi ! min , @Gi

@aij
= 0, j = 2; : : : ; 10.

) syst�eme lin�eaire (9x9) �a r�esoudre.
) aij

) Qi(xxx) = fi + ai2(x� xi) + � � �+ ai10(y � yi)(z � zi).
) F .
Qi �etant bien un interpolant : Qk(xxxk) = fk.

Remarques:

� L'in
uence de chaque point ne d�epasse pas le rayon de Rq+R!.

Si les donn�ees sont bien distribu�ees r�eguli�erement, les con-
stantes Rq; R! sont bien appropri�ees. Si les donn�ees ne sont
pas d'une densit�e r�eguli�ere raisonnable, alors il pourrait être
souhaitable de faire d�ependre les rayons Rq; R! de i.

� choix des rayons?
� exp�erience: bons r�esultats pour des rayons Rq; R! ne contenant
que 26 et 13 points respectivement.



3.1.3 Spline volumiques (Nielson 1993)

G�en�eralisation directe des fonctions \splines cubiques naturel-
les" pour les donn�ees volumiques si les splines sont repr�esent�ees

par des fonctions de distance. Les fonctions splines cubiques
sont tr�es connues et largement accept�ees grace �a leur propri�et�e
variationnelle:

G�en�eralisation directe des fonctions
\splines cubiques naturelles".

petit rappel: (splines cubiques naturelles)

Propri�et�e:

Entre toutes les fonctions f : [a; b] � IR! IR, 2 fois contin-
uement d�erivables, interpolant x1; : : : ; xN ce sont les splines
cubiques qui minimisentZ b

a

[F 00(x)]2dx :

) e�et de lissage, car minimisant une fonctionnelle d'�energie de

tension.

[ ]
a bx1

F spline cubique naturelle interpolant:
- F; F 0; F 00 continue sur [a; b]

- F (xi) = fi, i = 1; : : : ; N

- F cubique par morceau sur [x1; xN ]

- F lin�eaire sur [a; x1] et [xN ; b] donc F 00(x1) = F 00(xN ) = 0 (condi-
tions de bord).



Choisissons

F (x) =

NX
i=1

cijx� xij3 + a+ bx (N+2 inconnues)

Les fonctions de base f1; x; jx � xij3g sont C2, d'o�u un syst�eme
lin�eaire (N+2, N+2) �a r�esoudre (N cond. d'interpolation, 2 cond.
de bord):

0
B@

1
CA
0
B@
1
CA =

0
B@
1
CA ) ci; a; b :

\Splines volumiques"

Donn�ees volumiques: (xxxi; fi), xxxi = (xi; yi; zi)

F (xxx) =
NX
i=1

cikxxx � xxxik3 + a+ bx+ cy + dz

Syst�eme (N+4, N+4) �a r�esoudre pour les splines volumiques:

0
BBBB@

1 xxx1

kxxxi � xxxjk3
...

...
1 xxxN

1 � � � 1 0 0

xxx1 � � � xxxN 0 0

1
CCCCA

0
BBBBBBBB@

c1
...
cN

a

b

c

d

1
CCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBB@

f1
...
fN

0

0

0

0

1
CCCCCCCCA

(solution unique si xxxi = (xi; yi; zi) sont tous distincts).
Les quatre derni�eres lignes

X
ci

�
1

xxxi

�
= 0



sont les �equivalents des conditions de bord F 00(xxx1) = 0 et F 00(xxxN ) = 0

(spline naturelles) qui impliquent: (attention: la d�eriv�ee seconde
n'a pas de sense dans IR3)X

cijxxx1 � xxxij = 0 (1)X
cijxxxN � xxxij = 0 : (2)

Preuve:
P

cijxxx1 � xxxij =
P

cijxxx1 � xxxN + xxxN � xxxij (2)=
P

cijxxx1 � xxxN j = 0

)
P

ci = 0.
(1) :

P
cijxxx1 � xxxij = xxx1

P
ci �

P
cixxxi = 0

)
P

cixxxi = 0. ut

Remarques:
- m�ethode globale
- tr�es mauvais conditionnement de la matrice si N > 300; 500 ou
si les donn�ees sont entach�ees d'erreurs.
(si 2 points xxxi;xxxj se rapprochent, alors le cond. !1)

- pr�ecision polynomiale est 1
- tr�es bons r�esultats si N < 300; 500, surtout �a l'int�erieur du
domaine.

\Splines volumiques locales"

a) Approximation par moindres carr�es

F (xxx) =
MX
j=1

cjkxxx� qqqjk3 + a+ bx+ cy + dz| {z } (�)

Qj

d�eterminer ci; a; b; c; d en minimisant

NX
i=1

MX
j=1

�
cjkxxxi � qqqjk3 + a+ bxi + cyi + dzi � fi

�2| {z } :
(Qj(xi)� fi)

2



Choix des noeuds qqqj, j = 1; : : : ;M avec M << N pour d�e�nir les
fonctions de base :

- les d�eterminer uniform�ement sur une grille cubique
- les distribuer en fonction de la distribution des donn�ees:

algorithme it�eratif qui d�emarre avec une con�guration
initiale d'une distribution des noeuds qqqj et qui les modi�e
en minimisant les distances entre les noeuds et les sites
des donn�ees.

b) Interpolants locaux

cas �a une variable:

F (x) =
X

!i(x)Fi(x) ;
X

!i(x) = 1 8x

!i(x) fonctions de localisation,
P

!i(x) = 1,
non-nuls seulement sur 2 intervalles

wi

Fi(x) interpolant local, i.e. Fi(xj) = fj, 8xj 2 support de
!i = [xi�1; xi+1] (construit par m�ethode classique des splines p.ex.).
) F (xj ) = fj pour tous les xj 2 [i support de !i. Ce n'est vrai

que si les supports des !i n'ont pas d'intersection.



F (xj) =
X

!iFi(xj)

=
X

xj2Supp(!i)

!iFi(xj)

=
X

!ifj = fj

cas volumique:

F (xxx) =
NxX
i=1

NyX
j=1

NzX
k=1

!ijk(xxx)Qijk(xxx) ;

Nx; Ny; Nz taille de la grille.

Support de Qijk : [qi�1; qi+1]x[rj�1; rj+1]x[sk�1; sk+1]

� Maximum 8 termes sont non-nuls dans cette somme.

� Fonctions de pond�eration / localisation:

!ijk(xxx) = ti(x)uj(y)vk(z) ;

� t; u; v sont polynomiales par morceaux de degr�e 3, bas�ees
sur les polynômes d'Hermite cubiques: H(x) = 1�3x2+2x3.
On a pour ceux-l�a:

H(0) = 1 H
0(0) = 0

H(1) = 0 H
0(1) = 0:

Soit par exemple q1 < q2 < � � � < qNx
la subdivision du

domaine, alors les fonction ti sont d�e�nies comme suivant:

t1(x) =

8<
:

1 x < q1

H

�
x�q1
q2�q1

�
q1 � x < q2

0 x � q2



q q
1 2

ti(x) =

8>><
>>:

0 x < qi�1
1� ti�1(x) qi�1 � x < qi

H

�
x�qi

qi+1�qi

�
qi � x < qi+1

0 x � qi+1

i

q q q
i−1 i i+1

t

tNx
(x) =

( 0 x < qNx�1
1� tNx�1 qNx�1 � x < qNx

1 x � qNx

q qN −1 Nx

� D�e�nition analogue de uj(y) et vk(z) sur des subdivisions
r1 < � � � < rNy

et s1 < � � � < sNz
.

� Qijk(xxx) spline volumique interpolant les points de la r�egion

de support Rijk correspondante.

- TB r�esultats



- utilisable pour des tr�es grands ensembles de donn�ees.
- entrer valeurs pour la partition, ou accepter une partition
par d�efaut (il doit y avoir assez de points par r�egion
pour les Qijk !!).

- impl�ementation un peu plus complexe que pour des splines
volumiques ou les MQ.

3.1.4 M�ethode des Multi-Quadric (MQ) (Hardy 1971)

M�ethode du Type m�ethode des fonctions de base radiales (�
m�ethodes globales de fonctions de base), qui est une des plus
perfomantes:

F (xxx) =
NX
k=1

�ihk(xxx) ; R constante

avec hk(xxx) =
p
R + kxxx� xxxkk2 (fct radiale).

Les conditions d'interpolation F (xxxi) = fi donnent le syst�eme sui-
vant �a r�esoudre:0

@ p
R + kxxxi � xxxjk2

1
A
0
@ �1

...
�N

1
A =

0
@ f1

...
fN

1
A :

La m�ethode s'appelle \multiquadrique", car les hk repr�esentent
des hyperbolo��de de rotation, R = 0: hk est un cone.



� Existence et unicit�e de la solution
� m�ethode donne des r�esultats "lisses" et tient tr�es bien compte
des formes locales: a beaucoup de succ�es et est facile �a im-
pl�ementer

� mauvais conditionnement de la matrice pour N > 200; 300; 500

(cond > 106)
� L'utilisateur doit choisir le param�etre R en entr�ee

- pas de r�esultats th�eoriques sur le choix d'un R optimal
- Propositions: (Hardy 71): R = 0:815d, d = dist moyenne
des donn�ees �a leurs voisins

(Franke 82): R = 1:25D=
p
N , D = diam�etre du cercle qui

comprend tous les donn�ees
(Stead 84):

R =
q

1
10
maxfmaxfxi � xkg;maxfyi � ykg;maxfzi � zkgg

Pr�ecision polynomiale:

F (xxx) =
NX
k=1

�khk(xxx) +
MX
k=0

�kpk(xxx) (�)

fpkg, k = 0; : : : ;M base polynomiale de PM .
On peut ainsi forcer les fonctions F �a avoir une pr�ecision polyno-
miale d'ordre M .

Le syst�eme �a r�esoudre
� interpolation

NX
k=1

�khk(xxxi) +
MX
k=1

�kpk(xxxi) = fi i = 1; : : : ; N (1)

� �equilibre physique

NX
k=1

�kpj(xxxk) = 0 j = 0; : : : ;M (2)



N +M + 1 �equations et N +M + 1 inconnues.

Preuve: En fait, supposons que les fi proviennent d'un polynôme

de do m, i.e. fi = pm(xxxi) o�u pm 2 Pm donn�e.
�k = 0, k = 1; : : : ; N est solution de (2).

mX
k=1

�kpk(xxx) = pm(xxx)

�k �etant les coeÆcients de pm(xxx) =
Pm

k=1 �kpk(xxx) + 0 (�)
=
F (xxx)

(�) reproduit donc les �el�ements de Pm. ut

M�ethode des fonctions de base radiales:

F (xxx) =
NX
k+1

�khk(xxx) +
NX
k=1

�kpk(xxx)

hk(xxx) = h(dk(xxx)), dk(xxx) = kxxx� xxxkk2 fonctions de base radiales.

hk = (R + d2k)
1=2 (Hardy) Multiquadrique

meilleurs r�esultats aux tests
hk(R + d2k)

�1=2 (Hardy) Multiquadrique r�eciproque,

presque aussi bon
hk = d2klogdk (Duchon 72, Thin Plate Splines, minimisant

Franke 82)
R R 2

R

h
(@

2f
@x2

)2 + 2( @2f
@x@y

)2 + (@
2f

@y2
)2
i
dxdy

dans un espace de Hilbert
- tr�es belle th�eorie math�ematique,
- r�esultats proche des MQ, r�esultats tr�es lisse,
- conditionnement un peu moins bon.

Si l'ensemble de donn�ees est trop grand pour la m�ethode globale,
on proc�ede comme pour les splines volumiques, soit LS-approxima-
tion, soit localiser avec des fonctions de pond�eration ayant un



support local.
(!k(xxx) Hermite cubique, choix des noeuds optimales + NPPR).
(number of pts per region)

3.1.5 Minimum Norm Network (MNN) (Nielson 1983)

Cette m�ethode n'est pas directement g�en�eralisable au 3D. La
m�ethode MNN pour 2 variables ind�ependantes (xi; yi;Fi) doit être
comprise d'abord.

3 �etapes:

1) Triangulation 2D de l'EC des points PPPi aux coordonn�ees xxxi =
(xi; yi) i = 1; : : : ; N .

2) d�e�nir un r�eseau de courbes C2 interpolant les donn�ees, et
minimisant une fonctionnelle.

3) Remplissage du r�eseau de courbe par de patches C1.



1 TRIANGULATION P = fP1; : : : ; PNg

EC (Enveloppe Convexe):

ensemble d'arêtes pour lesquelles
tous les points de l'ensemble se
trouvent sur un des deux demi-
plans s�epar�es par l'arête.

) Triangulation de Delaunay:

entre toutes les triangulations possibles de l'EC d'un ensemble de
points P , c'est la triangulation de Delaunay qui veri�e

- le crit�ere local d'angle max-min: l'angle minimal de tous les
triangulations est maximal, (ou ce qui est �equivalent)

- le crit�ere du cercle circonscrit vide: aucun cercle circonscrit
d'un triangle contient un autre point de P .

Algorithmes:

� Edge swap O(N2): pour chaque arête, voisine �a deux tri-
angles, veri�er le crit�ere local d'angle max-min.

Changer l'arête diagonale (swap) si l'angle minimal de la pr�e-
sente con�guration est plus petit que dans l'autre. Repeter
cette traverse de toutes les arêtes interne de la triangulation
jusqu�a ce qu'il ny a plus de changement �a faire.

� Divide-and-Conquer O(NlogN ):

� Algorithme dynamique O(N2)



) D'autres triangulations:
- angle min-max: T est mieux que ~T si �(T ) < �( ~T ), o�u �(T ) =

maxf�(Tj)=Tj 2 Tg.

- Rayon max-min: le plus petit des rayons des cercles circon-
scrits des triangles est maximal.

- Aire max-min: le minimum des aires des triangles est maxi-
mal.

2 RESEAU DE COURBES

sij : [0; 1] � IR! IR

sij courbe d'Hermite cubique

sij(t) = FiH0(t) + FjH1(t)

+ @s
@eij

(Vi) �H0(t) +
@s
@eij

(Vj) �H1(t)

Hi; �Hi polynômes d'Hermite de degr�e 3

F
F i

j

sij

V
V

j
i =(x ,y )i i

S : D � IR2 ! IR o�u sij = S=eij

D�eriv�ee directionnelle: eij = 1
keijk

�
xj � xi

yj � yi

�

@s

@eij
(Vi) =

(xj � xi)

keijk
Sx(Vi) +

(yj � yi)

keijk
Sy(Vi)

@s

@eij
(Vj) =

(xj � xi)

keijk
Sx(Vj) +

(yj � yi)

keijk
Sy(Vj)

Pour pouvoir d�e�nir les courbes d'Hermites sij, il nous manque
encore les d�eriv�ees partielles premi�eres en Vi et Vj: Sx et Sy. Ils



sont d�eterminer de facon �a ce que le r�eseau de courbes r�esultant
soit la r�estriction sur les arêtes eij d'une surface minimisant une
fonctionnelle d'�energie (voir splines cubiques).

Rappel: Les splines cubiques naturelles interpolant (ti;Fi) i =

1; : : : ; N , sont polynomiale de degr�e 3 par morceau et solution
de minf2H2[t1;tn]

R tn
t1

[f 00(t)]2dt avec f(ti) = Fi o�u H2[t1; tn] =
n
f=f 2

C1[t1; tn]; f
0absoluement continue ; f 00 2 L2[t1; tn]

o
.

La fonctionnelle adapt�ee �a ce r�eseau de courbes est

�(F ) =
X
ij2Ne

Z
eij

�
@2F

@e2ij

�2
dsij (�)

� Ne = fij=eijest une arête de la triangulation g
� dsij �el�ement d'arc de la courbe correspondant �a l'arête eij

� F est la restriction aux arêtes eij d'une fonction de classe C1

sur le domaine D.

Pour calculer la solution S de �(F ) ! Min avec S(Vi) = Fi, il faut
r�esoudre le syst�eme suivant:

X
ij2Ni

(xj � xi)
keijk3

�
(xj � xi)Sx(Vi) + (yj � yi)Sy(Vi)+

1

2
(xj � xi)Sx(Vj) +

1

2
(yj � yi)Sy(Vj) +

3

2
(Fj � Fi)

�
= 0

i = 1; : : : ; NX
ij2Ni

(yj � yi)

keijk3

�
(xj � xi)Sx(Vi) + (yj � yi)Sy(Vi)+

1

2
(xj � xi)Sx(Vj) +

1

2
(yj � yi)Sy(Vj) +

3

2
(Fj � Fi)

�
= 0

i = 1; : : : ; N



Ni = fij = eij est arête de la triang, t.q. Vi est sommet de eijg

2N �equations

2N inconnues

Sx(Vi) ; Sy(Vi)

9>>=
>>; syst�eme creux, m�ethode it�eraitve

Ainsi nous avons le reseau de courbes cubiques C1 associ�e �a la
triangulation des sommets Vi et minimisant l'�energie de tension
d'une latte �elastique.

D�emonstration (classique):

d�e�nir un produit scalaire < F;G > t.q.

�(F ) � �(S) =< F � S; F � S >

et montrer que �(F ) � �(S) � 0.

3 REMPLISSAGE

Construction d'un interpolant C1 triangulaire: P [F ] : IR2 ! IR:

F(V )

F(V )

F(V )i

j

k

r�eseau de courbes C1

cubiques par morceaux



Remplissage avec la m�ethode d'interpolation cot�e - sommet
(side-vertex) (Nielson 1979)

) interpolation d'une in�nit�e de positions et de d�eriv�ees le long
du bord du triangle.

coordonn�ees barycentriques du

point xxx = b1V1 + b2V2 + b3V3

avec b1 + b2 + b3 = 1 et bi � 0

S1 =
b2

1�b1 V2 +
b3

1�b1V3

V

V

V

1

3

2

X

b
1−b1

1
:

S1

e

e

e

3

2

1

P1[F ] op�erateur interpolant F (V1), F (S1), F 0(V1), F 0(S1) avec Her-
mite cubique

P1[F ] = H0(b1)F (V1) +H1(b1)F (S1) + �H0(b1)F
0(V1) + �H1(b1)F

0(S1)

F (V1) donn�ees en entr�ee

F (S1) MNN

F 0(V1) MNN: Fx(V1); Fy(V1)

F 0(S1) �a calculer par interpolation lin des d�eriv�ees partielles en V2; V3

F 0(V1) =
(x � x1)

kxxx� xxx1k
Fx(V1) +

(y � y1)

kxxx� xxx1k
Fy(V1) avec kxxx� xxx1k = 1 � b1

=
(x� x1)Fx(V1) + (y � y1)Fy(V1)

1� b1
d�eriv�ee dir. 1

1�b1

�
x� x1

y � y1

�

F
0(S1) =

(x� x1)Fx(S1) + (y � y1)Fy(S1)

1� b1
d�eriv�ee dir. transversale

Fx(S1); Fy(S1) obtenue par interpolation lin.:



Fx(S1) =

�
b2

1� b1

�
Fx(V2) +

�
b3

1� b1

�
Fx(V3)

Fy(S1) =

�
b2

1� b1

�
Fy(V2) +

�
b3

1� b1

�
Fy(V3)

V V

V

1
3

2

F

F

x

y

F

F

x

F

F

x

F

F

x

F

F

x

y

y

y

y

Les op�erateurs P2[F ] et P3[F ] se d�e�nissent de mani�ere analogue.

Une combinaison pond�er�ee (fonctions poids !i) de ces op�erateurs
r�esulte en un interpolant C1:

P [F ](b1; b2; b3) =
b22b

2
3P1[F ] + b21b

2
3P2[F ] + b21b

2
2P3[F ]

b21b
2
2 + b21b

2
3 + b22b

2
3

= !1P1[F ] + !2P2[F ] + !3P3[F ]

avec

3X
i=1

!i = 1

!i=arête j = Æij

@!i=arête j = 0

facile �a v�eri�er, p.ex. !1 =
b22b

2
3

b2
1
b2
2
+b2

1
b2
3
+b2

2
b2
3

:

) !1=arête 1 = 1, car b1 = 0 sur l'arête 1.

) !1=arête 2 = 0, car b2 = 0 sur l'arête 2.

) !1=arête 3 = 0, car b3 = 0 sur l'arête 3.

D'o�u P [F ]=arête 1 = P1[F ]=arête 1 interpole bien l'arête e1,



et P [F ](V1) = P1[F ](V1) interpole bien le sommet V1.

Maintenant les d�eriv�ees:

@P = @!1P1 + !1@P1 + @!2P2 + !2@P2 + � � � @!1 = 0

) @P = !1@P1 + !2@P2 + !3@P3

Gra�ce �a la forme Hermite des Pi[F ] on sait qu'ils interpolent bien
les d�eriv�ee sur les arêtes et sommets correpondants.

+++

3.1.6 MNN VOLUMIQUE (Nielson 1993)

1 TETRA�EDRISATION

\L'agorithme le pire au monde":
a) g�en�erer chaque combinaison de 4 points dans P O(N4)
b) pour chaque ensemble de 4 points O(N)

- calculer l'�equation de la sph�ere circonscrite unique
- s'il n'y a pas d'autres points de P �a l'int�erieur de la sph�ere,
ajouter ces 4 points dans la liste des tetra�edres.

Complexit�e: O(N5) !!!

Algorithme:

On utilise le fait que chaque face d'un tetra�edre appartient soit

�a un autre tetra�edre, soit �a l'enveloppe convexe de P .

a) trouver le premier tetra�edre, le mettre dans la liste
b) pour chaque tetra�edre de la liste
f

pour chaque face de ce tetra�edre
f
IF elle n'est pas la face d'un autre tetra�edre de la liste
THEN



f

pour chaque point de P (sauf les 3 de la face actuelle)

- calculer la sph�ere circonscrite

- s'il n'y a pas d'autres points �a l'int�erieur, ajouter

les 4 points comme tetra�edre �a la liste.

g

g

g

2 RESEAU DE COURBES

Minimisation �(F ) =
X
ij2Ne

Z
eij

 
@2F

@e2ij

!2

dsij

Ne = fij : eij arête d'un tetra�edre g.

Solution: r�eseau de courbes C1, cubiques par morceau, d�e�nie sur
les arêtes de la tetra�edrisation, t.q.



X
ij2Ni

(xj � xi)

keijk3

�
(xj � xi)Sx(Vi) + (yj � yi)Sy(Vi) + (zj � zi)Sz(Vi)+

1

2
(xj � xi)Sx(Vj) +

1

2
(yj � yi)Sy(Vj) +

1

2
(zj � zi)Sz(Vj)+

3

2
(Fj � Fi)

�
= 0 ; i = 1; : : : ; N

X
ij2Ni

(yj � yi)
keijk3

�
(xj � xi)Sx(Vi) + (yj � yi)Sy(Vi) + (zj � zi)Sz(Vi)+

1

2
(xj � xi)Sx(Vj) +

1

2
(yj � yi)Sy(Vj) +

1

2
(zj � zi)Sz(Vj)+

3

2
(Fj � Fi)

�
= 0 ; i = 1; : : : ; N

X
ij2Ni

(zj � zi)

keijk3

�
(xj � xi)Sx(Vi) + (yj � yi)Sy(Vi) + (zj � zi)Sz(Vi)+

1

2
(xj � xi)Sx(Vj) +

1

2
(yj � yi)Sy(Vj) +

1

2
(zj � zi)Sz(Vj)+

3

2
(Fj � Fi)

�
= 0 ; i = 1; : : : ; N

3N �equations

3N inconnues

Sx(Vi); Sy(Vi); Sz(Vi)

9>>=
>>; syst�eme lin�eaire, creux, m�ethode it�erative

) En chaque point Vi de la tetra�edrisation

- valeur de la fonction F

- les d�eriv�ees (partielles) premi�eres.

) courbes cubiques d'Hermite, C1 en les points.



3 REMPLISSAGE

Construction d'un interpolant C1 tetra�edrique:
F : IR3 ! IR avec F (Vi) = Fi, i = 1; : : : ; N

Vi = (xi; yi; zi) sommet i
eij = arête (Vi; Vj)

V

V

V

V

i

j

k

l

Domaine de definition

Le MNN fournit en plus les valeurs de d�eriv�ee en chaque sommet:

rFi =
�
@F

@x
(Vi) ;

@F

@y
(Vi) ;

@F

@z
(Vi)

�
= (Fx(Vi); Fy(Vi); Fz(Vi))

telles que les d�eriv�ees directionnelles @F=@eij en Vi et Vj, qui servent
�a d�eterminer l'interpolant d'Hermite �a une variable sur une arête
eij, donnent des courbes minimisant �(F ).

On pourrait bien sur se �xer n'importe quelles valeurs pour rFi
en les sommets, mais on n'interpolerait pas un MNN.

F(V )

F(V )j

i

F’(V )i

F

F

F

x

y

z

F 0(Vi) =
@F

@eij
=

(xj � xi)Fx(Vi) + (yj � yi)Fy(Vi) + (zj � zi)Fz(Vi)

keijk

Le but est d'obtenir des informations C1 partout sur le bord du
tetra�edre (i.e. sur les arêtes et sur les faces) pour pouvoir appliquer
la m�ethode d'interpolation \face-sommet" (face-vertex).

(Informations C1: positions et d�eriv�ees partielles premier ordre)



a) supposons info C1 est connue sur toutes les arêtes:
Comment l'obtenir sur les faces ?

b) supposons info C1 est connue dans les sommets:
Comment l'obtenir sur les arêtes ?

a) La m�ethode side-vertex-C1 nous donne
les positions et
les d�eriv�ees directionnelles
parall�eles �a la face du triangle
(dans le plan des triangles).

F(V )

F(V )

F(V )i

j

k

Pour d�eterminer toutes les d�eriv�ees (info C1 compl�ete) �a l'int�e-
rieur des faces, nous avons aussi besoin de d�e�nir les d�eriv�ees
orthogonales aux faces.

Il suÆt pour cela d'interpoler avec la m�ethode \cot�e-sommet-
C0" les d�eriv�ees normales connues sur les arêtes (voir b)).

Interpolant side-vertex-C0:

A[F ] = (1 � bi)f(ejk) + (1� bj)f(eik) + (1� bk)f(eij)

� bif(Vi) � bjf(Vj) � bkf(Vk)

ici: f(eij) = @F
@n

(eij) d�eriv�ee normale �a la face sur l'arête eij.
Cette m�ethode est l'analogue de la m�ethode pr�ec�edente,
avec des fonctions poids !i lin�eaires).

b) � position: cubique Hermite avec

Vi, Vj, @F
@eij

(Vi), @F
@eij

(Vj)



cela nous d�etermine d�ej�a une d�eriv�ee directionnelle, celle de
direction eij (variant comme un polynôme quadratique le
long l'arête eij).

Pour obtenir un raccord C1 avec les autres tetra�edres voisins,
les autres d�eriv�ees directionnelles doivent varier (au moins)
lin�eairement le long cette arête.

D'o�u la d�e�nition du gradient de mani�ere suivante: (pour xxx 2
arête eij)

rFij(xxx) = (1� t)rFi+ trFj+
�
@F

@eij
(xxx)�



(1� t)rFi+ trFj ; eij

��
eij

o�u rFi = (Fx(xxxi); Fy(xxxi); Fz(xxxi)), t =
kxxx�xxxik
kxxxj�xxxik , keijk = 1.

Attention: ce gradient d�e�nit les 3 d�eriv�ees, il faut v�eri�er
que l'on retrouve bien @F

@eij
. Avec le terme correctif [ : : : ]

ceci est v�eri��e.

Remarques:
� Ce gradient est bien coh�erent avec la valeur @F

@eij
qui existe

d�ej�a:

la composante en direction eij du gradient:

< rFij(xxx); eij > =< (1 � t)rFi + trFj; eij > + <
� �

eij; eij >

=< (1 � t)rFi + trFj; eij > +
� �

=
@F

@eij
(xxx)

� Ce gradient v�eri�e bien pour une direction nnn, avec <

nnn; eij >= 0, la propri�et�e de variation lin�eaire dans sa com-
posante normale:

< rFij(xxx);nnn >= (1 � t) < rFi;nnn > +t < rFj ;nnn >



Nous avons donc une interpolation lin�eaire de chaque d�eri-
v�ee en direction normale �a l'arête eij.

On poss�ede les infos C1 sur toutes les faces et les arêtes (a) et
b)). Donc on peut faire:

Interpolation C1 tera�edrique avec la m�ethode face-vertex:

V

V

V

i

k

j

f 

x=(x,y,z)

i

Vl face i

Op�erateur de base:

Pi[F ](xxx) = F (Vi)H0(bi) + F (fffi)H1(bi) + F
0(Vi) �H0(bi) + F

0(fffi) �H1(bi)

(0100)

(1000)
(0010)

(0001)

(b ,b ,b ,b )ji k l

(0, b /1−b , b /1−b , b / 1−b )i i ij k l

xxx = bixxxi + bjxxxj + bkxxxk + blxxxl

bi + bj + bk + bl = 1 , bj

1 � bi
+

bk

1� bi
+

bl

1� bi
= 1

xxx � bixxxi
1� bi

=
bj

1� bi
xxxj +

bk

1 � bi
xxxk +

bl

1� bi
xxxl = fffi

fffi face oppos�ee �a Vi



D'o�u

F
0(Vi) =

x� xi

kxxx� xxxik
Fx(Vi) +

y � yi
kxxx� xxxik

Fy(Vi) +
z � zi

kxxx� xxxik
Fz(Vi)

=
(x � xi)Fx(Vi) + (y � yi)Fy(Vi) + (z � zi)Fz(Vi)

1 � bi

F
0(fffi) =

x � xi
1 � bi

Fx(Vi) +
y � yi

1� bi
Fy(Vi) +

z � zi

1 � bi
Fz(Vi)

L'interpolant C1 sur un tetra�edre est �nalement la combinaison
des 4 interpolants face-vertex Pi[F ]:

P [F ] = !iPi[F ] + !jPj[F ] + !kPk[F ] + !lPl[F ]

avec

!i =
b2jb

2
kb

2
l

b2jb
2
kb

2
l + b2i b

2
kb

2
l + b2i b

2
jb

2
l + b2i b

2
jb

2
k

et !i + !j + !k + !l = 1

P [F ] interpole bien les infos C1 du bord, car les propri�et�es suivantes
des fonctions poids !i sont v�eri��es:

!�= face�
= Æij

@!�= face�
= 0 �; � = i; j; k; l

car : sur la face j : bj = 0

@!i: d�esigne toutes les d�eriv�ees premi�eres.
@P [F ]=facei doit être �egal �a @Pi[F ]=facei ce qui est �egale �a

@Pi[F ]=facei = @!i=faceiPi[F ]=facei + !i=facei@Pi[F ]=facei

@!i=facei = 0 et !i=facei = 1

= @Pi[F ]=facei
Hermite

=
F
0(fffi)





3.2 MOD�ELISATION DE SCATTERED DATA DU TYPE

\SURFACE-SUR-UNE-SURFACE"

Probl�eme : Etant donn�e (xi; yi; zi;Fi), i = 1; : : : ; N avec la
restriction que xxxi = (xi; yi; zi) appartiennent �a
une surface.

Trouver une fonction F : S � IR3 ! IR, t.q. F (xxxi) = Fi.

S

S(u,v)

(u,v)

3.2.1 Surface g�en�erale

Application: d�eterminer la distribution de chaleur / pression sur
une aile d'avion.

� Multiquadriques de Hardy 3D: (Barnhill,Piper 87)

F (xxx) =
NX
i=1

ci(d
2
i (xxx) + R

2)1=2

o�u di(xxx) = kxxx� xxxik , et xxx;xxxi 2 S.



Attention, il faut veiller �a ce que l'on mesure les distances
correctes !

x
x

x

1
2

3

3.2.2 Sph�ere (MNN sur la sph�ere)

S = f(x; y; z) = x2 + y
2 + z

2 = 1g sph�ere unit�e

1 Triangulation d'une sph�ere:

On parle de triangles sph�eriques propres Tijk, formant une trian-
gulation sph�erique, si

a) aucun couple de fxxxi;xxxj;xxxkg est anti-podal,
b) xxxi;xxxj;xxxk ne se trouvent pas sur un grand cercle,
c) pas d'intersection de triangles sph�eriques.

Les arêtes de la triangulation sont des courbes g�eod�esiques

non-admissible, non-admissible, admissible

antipodal même h�emisph�ere



N sommets ) 2(N � 2) triangles

3(N � 2) arêtes.

Algorithme:

1) choisir 4 points des xxxi, i = 1; : : : ; N qui
ne se trouvent pas tous sur la même
h�emisph�ere (Halbkugel).
Ces 4 points forment la triangulation
initiale de 4 triangles sph�eriques propres
(tetra�edre sph�erique).

2) Ins�erer les N � 4 points restant it�erativement dans la triangu-

lation actuelle:

- si xxxi est �a ins�erer, consid�erer 2 possibilit�es:

a) xxxi 2 Tjkln@Tjkl
x

x

x
xi

j

k
l

b) xxxi 2 @Tjkl [ Tjmk

xk

xl

xj

xi xm

3) Optimiser la triangulation pour �eviter des triangles allong�ees
(avec l'algorithme de swapping):

Pour chaque quadrilat�ere sph�erique Tijk; Tlkj

IF min(�kij ;�ijk;�jki;�kjl;�jlk;�lkj)

< min(�ijl;�jli;�lij;�ilk;�lki;�kil)

THEN choisir l'arête diagonale eil

ELSE choisir l'arête diagonale ejk



e il

i

k j

l

e kj

i

k j

l

o�u �abc est l'angle entre les deux plans contenant les arêtes
eab et ebc an passant par l'origine.

Distance g�eod�esique entre xxxi;xxxj: d(xxxi;xxxj) = arcos(< xxxi;xxxj >).

Param�etrisation de la sph�ere:

x = cos�cos� � �

2
� � � �

2

y = cos�sin� 0 � � � 2�

z = sin�

Tracer les arcs g�eod�esiques: A : [0; 1]! S � IR3

0 1t

P Q

A(t)

A(t) =
PPPsin(�(1� t)) +QQQsin(�t)

sin�
; � = arcos(< PPP;QQQ >)

2 R�eseau de courbes:

Sur chaque arête g�eod�esique de la triangulation sph�erique un
polynôme cubique est construit, le param�etre est la distance g�eo-
d�esique.



Un MNN-syst�eme analogue au MNN classique donne les d�eriv�ees
directionnelles de \base" en les sommets de la triangulation:

F� =
@F

@�
; F� =

@F

@�

avec �;� latitude, longitude de la sph�ere.

Une d�eriv�ee directionnelle en direction (xxxi � xxxj) est calcul�ee avec

@F

@[xxxi � xxxj]
=

@�

@[xxxi � xxxj ]
F� +

@�

@[xxxi � xxxj ]
F�

les coeÆcients sont un peu plus compliqu�e �a calculer que (xi�xj)
kxxxi�xxxjk

(yi�yj)
kxxxi�xxxjk dans le MNN classique.

Le syst�eme �a r�esoudre: (Nielson, Ram. Focus)

X
i;j2Ni

1

kxj � xik
@�

@[xj � xi]
(xi)

�
@�

@[xj � xi]
(xi)S�(xi) +

@�

@[xj � xi]
(xi)S�(xi)

+
1

2

@�

@[xj � xi]
(xi)S�(xj) +

1

2

@�

@[xj � xi]
(xi)S�(xj) +

3

2

Fi � Fj

kxj � xik

�
= 0

caract�erisant un r�eseau de courbes minimisant

�(F ) =

Z
eij

�
@2F

@[xxxi � xxxj]2

�
dsij

3 Remplissages:

Pi[F ] = F (xxxi)H0(bi) + F (MMMi)H1(bi)

+ kxxxi �MMMik
@F

@[xxxi �MMMi]
(xxxi) �H0(bi)

+ kxxxi �MMMik
@F

@[xxxi �MMMi]
(MMMi) �H0(bi) i = 1; 2; 3



MMMi intersection du plan (0;xxxi;xxx)
avec l'arête ei

t =
kxxx�MMMik

kxxxi�MMMik
o�u k � k distance g�eod�esique.

x

e
M

i

i

i

P [F ] combinaison convexe de P1[F ], P2[F ], et P3[F ] comme dans la
m�ethode \cot�e-sommet" (side-vertex) classique. Les coordonn�ees
barycentriques b1; b2; b3 de xxx �etant les coodonn�ees barycentriques
du triangle plan xxx1;xxx2;xxx3 de xxx0 (xxx0 projection centrale de xxx sur le
triangle plan).



4. VISUALISATION DE DONN�EES

\SURFACE-SUR-UNE-SURFACE"

Une des m�ethodes les plus puissantes pour la visualisation de

donn�ees sur des surfaces est la m�ethode de contour. Nous
pr�esentons ici l'algorithme pour les sph�eres:

4.1 CONTOUR D'UNE FONCTION SUR UNE SPH�ERE

La m�ethode consiste �a tracer des courbes sur la sph�ere sur lesquel-
les la fonction admet une valeur constante, i.e.

F (xxx) = � ; � = constant :

La fonction peut être connue continuement, ou simplement en

un nombre �ni de points.

Il est tr�es diÆcile de calculer ces courbes directement, d'o�u un
algorithme qui donne des courbes de contour approximantes.

4.1.1 Fonction connue discr�etement

F n'est connue qu'en un nombre �ni de points. Si la densit�e des
points n'est pas suÆsante pour en pouvoir extraire des informa-
tions directement (triangulation spherique, puis contouring), une
m�ethode de scattered data sur une sph�ere (ex. MNN sph�erique,
bas�ee sur une triangulation de Delaunay sph�erique, voir 3.2.2) est
�a utiliser pour interpoler les donn�ees et pour fournir une descrip-
tion continue. Ensuite il est �a proc�eder comme sous 4.1.2.



4.1.2 Fonction connue continuement

Si la fonction est connue de mani�ere continue sur tout le domaine,
il faut d'abord l'�evaluer sur une grille triangulaire du domaine, ici
la sph�ere. Pour un meilleur rendu il est important que la grille
soit la plus r�eguli�ere possible (triangles tous de la même taille,
�equiangulairs, �equilat�eraux).

D�ecomposition r�eguli�ere du domaine sph�erique en triangles

� algo 1: grille lattitude-longitude, puis d�ecomposition des qua-
drilat�eres en triangles: donne des triangles plus petits proche
des pôles !!!

� algo 2:

- 4 arêtes du tetra�edre initial: (4 points, 4triangles)

(0; 0; 1), (
p
2
3
;�

p
6
3
;�1

3
), (

p
2
3
;
p
6
3
;�1

3
), (�2

p
2

3
; 0;�1

3
)

- subdiviser uniform�ement les arc g�eod�esiques joignant ces
4 points:

0 1t

P Q

A(t)

A(t) =
Psin(�(1 � t)) +Qsin(�t)

sin(�)
; 0 � t � 1



� = arcos(< P;Q >) est la distance g�eod�esique entre P , Q.
Pour t �equidistant, on obtient des points �equidistant sur
l'arc g�eod�esique entre P et Q.
C'est la fonction que l'on utilise pour tracer les arcs g�eod�e-
siques sur une sph�ere.

� algo 3:
- Triangulation initiale avec l'icosa�edre sph�erique:
12 points, 30 arêtes, 20 triangles.

- L'icosa�edre se construit par triangulation de l'enveloppe
convexe de l'intersection orthogonale de 3 plans dont les
longueurs des 2 arêtes ont le rapport suivant:

(
p
5� 1) : 2 = 2 : (

p
5 + 1)

qui est connu sous le nom nombre d'or.

) Triangulation �equiangulaire.

- Ensuite subdivision r�eguli�ere de chaque triangle obtenu
ainsi. Apr�es k subdivisions, on obtient

n(k) = 2 + 4k(na � nt) points

n
(k)
a = 4kna arêtes



n
(k)
t = 4knt triangles

Calcul des lignes de contour approximantes:

- En supposant que F ne varie que lin�eairement sur les arcs
(arêtes), calculer les points d'intersection du contour sur les
arcs:

F (P ) > �

F (Q) < �

) V point du contour

V =
P �sin

�
�(

��F (Q)

F (P )�F (Q)
)
�
+P �sin

�
�(

F (P )��)

F (P )�F (Q)
)
�

sin(�)

+
+

+

+

−

−

−

−
−

−P

QV

- Joindre les points du contour �a travers les triangles par des

arcs g�eod�esiques.

Remarques:
) Les lignes de contour montrent bien la distribution des valeurs

de la fonction sur la surface.



) montre bien les positions des maxi et mini
) peut facilement être g�en�eralis�e sur des surfaces quelconques.
) ne montre pas bien la forme g�eom�etrique de la fonction, ni si

elle est lisse.

4.2 AUTRES M�ETHODES

� Visualisation de la fonction d�e�nie sur la sph�ere comme graphe
de fonction ~F : (�;�) 2 D � IR2 ! IR les 2 variables �;� �etant
la lattitude et longitude de la param�etrisation sph�erique.

- les courbes correspondantes aux lignes devant-derri�ere (les
2 pôles) dans D sont des droites �a hauteur constant

- les courbes correspondantes aux lignes gauche-droite (mê-
me m�eridien) dans D sont des courbes identiques dans le
graphe.

� Projection normale de la distance F (xxx) en xxx.

Pxxx = xxx+ F (xxx)
NNN

kNNNk

o�u NNN est la normale de la sph�ere. NNN = xxx car le centre de la
sph�ere se trouve �a l'origine.

) Probl�eme d'auto-intersection de la surface ainsi obtenue si
F (xxx) < �2 (pour la sph�ere unit�e).



) adaptation de l'�echelle des valeurs de F : MinxxxF (xxx) = 1,
MaxxxxF (xxx) = 2

) G�en�eralisable aux surfaces ferm�ees quelconques: xxx + F (xxx) �
N , mais probl�emes d'auto-intersection si la surface n'est pas
convexe.



5. VISUALISATION DE DONN�EES VOLUMIQUES

La plupart des m�ethodes de visualisation volumique supposent
que les donn�ees soient disponibles sur une grille uniforme.
Comme nous l'avons vu dans les exemples, ce n'est en g�en�eral
pas le cas.

Si les donn�ees ne se trouvent pas sur une grille uniforme, les
m�ethodes de mod�elisation de \scattered data" interviennent
pour mod�eliser une fonction d�e�nie sur le domaine entier qui
interpole ou approxime les donn�ees. Ce mod�ele est ensuite
utilis�e pour en extraire des donn�ees sur une grille uniforme
(�echantillonnage, sampling), qui sont �a l'entr�ee (input) des

algorithmes de visualisation volumique.

Nous supposons donc ici que les donn�ees volumiques
(xi; yj; zk;Fijk) sont disponibles sur une grille cube uniforme.

Donn�ees volumiques uniformes: (xi; yj; zk;Fijk),
i = 1; : : : ; Nx

j = 1; : : : ; Ny

k = 1; : : : ; Nz.
�a l'entr�ee de la plupart des algorithmes.

Origine: - mesure / simulation sur une grille cubique
- mod�elisation de \scattered data" & �echantillonnage sur
une grille cube



5.1 METHODES DE DECOMPOSITION DU DOMAINE

5.1.1 Cubes minces

L'id�ee de base consiste �a placer des petits cubes dans le do-

maine (volume) dont un attribut (couleur, vibration, vitesse de
rotation) est d�etermin�e en fonction de la variable d�ependente
F �a l'endroit o�u se trouve le cube \mince".

� Placer des cubes \minces" dans le domaine en (xi; yj; zk).

� Colorage des cubes en fontion de Fijk en (xi; yj; zk).

� Param�etres �a choisir:

Nx; Ny; Nz

M param�etre contrôlant l'espace entre les cubes (i.e. leur

taille)

Soit (�x;�y;�z): largueur, longueur, hauteur du cube \mince".

Coordonn�ees du coin en bas-gauche-avant de chaque cube:

xi = x0 + (i � 1)�x(M + 1) i = 1; : : : ; Nx

yj = y0 + (j � 1)�y(M + 1) j = 1; : : : ; Ny

zk = z0 + (k � 1)�z(M + 1) k = 1; : : : ; Nz

(x0; y0; z0) = (xmin; ymin; zmin) coord. du coin en bas-gauche-avant
du domaine.

�x =
xmax � xmin

Nx(M + 1)�M
�y =

ymax � ymin

Ny(M + 1)�M

�z =
zmax � zmin

Nz(M + 1) �M :



Exemple:

Nx = Ny = Nz = 5, M = 1 domaine xmin = ymin = zmin = 0

xmax = ymax = zmax = 9

�x = �y = �z = 1

xi = 2i� 2

yi = 2j � 2

zi = 2k � 2

x

y

1 9

9

1
2

A chaque sommet des cubes est attribu�e une couleur en fonction
de la valeur Fijk d'apr�es une table de couleurs.

Exemple:

index            R        G            B

i=0,255         i         255 - i     0

i=256,511     255     i - 255    0

i=512,767     255     255        i - 512

Les faces des cubes sont ensuite color�ees avec l'algorithme de
Gouraud.

Il est important d'avoir cette m�ethode dans un programme
interactif permettant de faire des rotations du volume en
temps r�eel pour mieux per�cevoir les locations des di��erents
cubes \minces". Cela n�ecessite une station de travail capable
de visualiser 6 �Nx �Ny �Nz polygones en tems r�eel. En pratique,
un visualisation avec 15�3 cubes rend l'image d�ej�a presque trop
complexe.

� Coloriage des faces des cubes avec l'algorithme de Gouraud.



� Utilisation d'un programme interactif: rotations du volume en
temps r�eel.

5.1.2 Cubes transparents

L'id�ee est d'attribuer une couleur (RGB) �a chaque sommet
(xi; yj; zk) de la grille en fonction de la valeur Fijk. L'algorithme
de Gouraud ou une simple interpolation bilin�eaire fait ensuite
un coloriage correspondant des faces de chaque cube de la grille.

Si on aÆchait ensuite toutes les faces, seul les faces ext�erieures
seraient visibles. Pour pouvoir regarder \�a l'int�erieur", on cal-
cule une image avec un simple mod�ele de transparence qui
s'appelle �-bu�er.

� attribuer une couleur RGB �a chaque sommet (xi; yj; zk):

Cijk = (Rijk ; Gijk; Bijk) =(R(Fijk ); G(Fijk); B(Fijk)) ;

i; j; k = 1; : : : ; Nx; Ny; Nz

R(), G(), B() = table de couleurs.

� Colorage des faces parall�eles aux axes (des cubes): 3NxNyNz

rectangles (Gouraud).

� Trier les rectangles en fonction de leur distance par rapport �a
un point de vue.

� AÆcher les rectangles dans l'ordre du fond au front en utilisant
un �-bu�er.

Remarque: interaction

varier la transparence � et la rotation du graphe en temps r�eel



) pour chaque rotation les rectangles doivent être tri�es !!

) diminution de la possibilit�e d'interaction.

�-bu�er

Si � = �i pour tout i:

I = �In + (1 � �)�In�1 + (1� �)2�In�2 = � � �+ (1 � �)nI0:

plus � est grand, plus l'objet est transparent !

� = 1 ) I = In

� = 0 ) I = I0

Ombrage de Gouraud

5.2 SLICING

L'id�ee principale est d'aÆcher simultan�ement les 3 grilles rect-
angulaires 2D parall�eles aux axes, chacune obtenue en prenant
une tranche en �xant une des 3 variables ind�ependantes �a une
valeur constante.



(x, y, z)

x=consty=const

z=const

� trancher le volume parall�ele aux axes

� visualiser (contouring couleur) la fonction F comme une fonc-
tion de deux variables sur ses plans en �xant une des 3 vari-

ables:

p.ex. �x = const

visualiser F�x(y; z) = F (�x; y; z) ymin � y � ymax,

zmin � z � zmax.

Interaction : faire varier avec la souris le point �x�e (�x; �y; �z).

5.3 ISO-SURFACES - CONTOURING

S� = f(x; y; z)jF (x; y; z) = �g iso-surface (surface isovaleur, surface
de niveau, surface de contour).

La m�ethode d'extraction d'iso-surfaces d�epend du mod�ele et du
type des donn�ees.

Application importante: imagerie m�edicale.

visualisation d'un objet compos�e d'un certain type de mat�e-
riau: Os, cerveau, tissue doux,.....



5.3.1 Iso-surface de scattered data

donn�ees irr�eguli�eres, scattered data (xi; yi; zi;Fi) i = 0; : : : ; N

a) Tetra�edrisation de l'EC: d�ecomposer l'EC en un ensemble de
tetra�edres Tijkl ayant pi; pj; pk; pl comme sommets

b) supposer que F est lin�eaire par morceau sur chaque tetra�edre,
la surface de contour sera donc un poly�edre avec des facettes
triangulaires ou quadrilataires planes.

F lin�eaire est acceptable: si F ne varie pas beaucoup, ou si les
tetra�edres sont suÆsament petits. Sinon, il vaut mieux faire
Scattered data volumique + �echantillonnage sur une grille plus

�ne.

c) les Fijk sont connues en les sommets des tetra�edres. D�eter-
miner les sommets o�u

Fijk < � ou Fijk > � :

3 cas possibles :

triangle quadrilatere plan

contour surface

+
++

+

+
+

+

--

-
-

Variation lin�eaire de F le long des arêtes

V =

�
� � Fj

Fi � Fj

�
pi +

�
Fi � �

Fi � Fj

�
pj

+
pi

jp-

V



Deux algorithmes de tetra�edrisation d'une EC de points

\L'agorithme le pire au monde":
a) g�en�erer chaque combinaison de 4 points dans P (en O(N4))
b) pour chaque ensemble de 4 points (en O(N))

- calculer l'�equation de la sph�ere circonscrite unique
- s'il n'y a pas d'autres points de P �a l'int�erieur de la sph�ere,
ajouter ces 4 points dans la liste des tetra�edres.

Complexit�e: O(N5) !!!

Algorithme:

On utilise le fait que chaque face d'un tetra�edre appartient soit
�a un autre tetra�edre, soit �a l'enveloppe convexe de P .

a) trouver le premier tetra�edre, le mettre dans la liste

b) pour chaque tetra�edre de la liste

f
pour chaque face de ce tetra�edre

f
IF elle n'est pas la face d'un autre tetra�edre de la liste

THEN

f
pour chaque point de P (sauf les 3 de la face actuelle)

- calculer la sph�ere circonscrite

- s'il n'y a pas d'autres points �a l'int�erieur, ajouter

les 4 points comme tetra�edre �a la liste.

g
g

g



5.3.2 Algorithme 'MARCHING CUBE'

(Lorensen, Cline 1987)

� donn�ees sur une grille cubique.

� l'algorithme \marching cubes" est appliqu�e �a un cube apr�es
l'autre.

marcher �a travers chaque cube.

� un cube est un sous-ensemble du domaine de sommets
(xa; yb; zc), a = i; i+ 1, b = j; j + 1, c = k; k + 1.

� dans chaque cube un ensemble de triangles est calcul�e qui

contribue �a approximer S�.

� F est suppos�ee être lin�eaire sur les arêtes du cube.

� �evaluation en chaque sommet (xi; yj; zk) de la grille, et tester
si Fijk > � ou Fijk < �.

=) 8 sommets par voxel ) 256 = 28 possibilit�es

=) +

- +

-

ou

cas sym�etriques ) 128 possibilit�es

=) seul les con�gurations avec au plus 4 valeurs sup�erieures �a
l'isovaleur � sont �a consid�erer.

=) consid�erons de plus les �equivalences par rotation

=) : : : �nalement: restent 15 con�gurations �a tester et �a trian-
guler.



Il y a des con�gurations o�u une autre triangulation peut chan-

ger la topologie de la surface, p.ex. 14.

pb: certaines constellations peuvent produire des iso-surfaces avec
des trous.

Il y a 2 possibilit�es pour traiter ce cas sp�ecial:

a) ajouter les 2 triangles �a la liste des triangles du contour:

b) trianguler autrement les sommets sur les arêtes (2 possib.):



Visc p.37, unten links
voir (Nielson, Hamann 1990)

5.3.2 Algorithme 'MARCHING TETRA�EDRE'

pour �eviter la cr�eation de trous avec le MC, d�ecomposer chaque
voxel en un ensemble de tetra�edres.

2 possiblilit�es:

! D�ecomp. en 5 tetra�edres: pour maintenir la continuit�e C0 il
faut alterner les 2 d�ecompositions (gauche, droite) d'un voxel
�a l'autre !

� Le nombre de sous-domaines �a traiter par MT est multipli�e
par 5 ou 6 par rapport au MC classique.

� Le nombre de triangles est plus petit dans le MT que dans le
MC, donc le nombre totale n'est pas multipli�ee par 5 ou 6.
MT produit en moyenne 150 % �a 250 % plus de triangles que
MC.



5.4 VOLUME RENDERING - RAY CASTING

Ray casting volume rendering

mapping from density to opacity

| under construction |























L=(1 0 0) trans 0.9 coul 250 L=(0 1 0) trans 0.9 coul 250 L=(0 0 1) trans 0.9 coul 250

L=(-1 0 0) trans 0.9 coul 250 L=(0 -1 0) trans 0.7 coul 200 L=(1 1 1) trans 0.9 coul 250

L=(1 0 0) trans 0.7 coul 250 L=(0 0 1) trans 0.7 coul 200 L=(1 0 0) trans 0.7 coul 200



0.7/200 100/0.9/250 100/0.3/100 100/0.3/250

100/0.9/200 -100/0.9/100 010/0.9/100 0-10/0.9/100

100/0.9/100 (50) 100/0.9/250 (50) 100/0.9/250 (90) -100/0.9/250 (90)

010/0.9/250 (90) 0-10/0.9/250 (90) 010/0.9/250 (70) 0-10/0.9/250 (70)

010/1/250 (70) 100/1/250 (70) 010/1/250



100/0.9/250 100/0.9/250 (100-70) 010/0.9/250 (100-70)



6. VISUALISATION DE CHAMPS DE VECTEURS

Des �equations di��erentielles sont souvent utilis�ees pour la de-
scription de ph�enom�enes naturels. En dynamiques des 
uides,

certains peuvent être interpret�es g�eom�etriquement comme camps
de vecteurs ou de tenseurs. Des grands domaines d'applications
comme la simulation num�erique, l'analyse de donn�ees d'origine
de mesures et la visualisation graphique traitent ces champs de
vecteurs.

Equa. di�s. pour la description de ph�enom�enes naturels
=) Champs de vecteurs / tenseurs

Domaines d'application:
- industrie automobile, a�eronautique, spatiale, navale
- pr�evisions/simulations en m�et�eo
- analyse du climat
- construction de turbine, centrales �electriques

) mieux comprendre les donn�ees d'origine mesure/simulations.

6.1 METHODES DIRECTES

6.1.0 Visualisation \Hedgehog"

FH Post, T van Walsum: Fluid 
ow visualization, 1er Dagstuhl



KLassen, Harrington: Shadowed hedgehogs, Proc. Vis'91





6.1.1 Visualisation de champs de vecteurs stationnaires

Champs de vecteurs dans IRn

vvv : IRn ! T IRn ' IRn

T IRn espace tangentiel. Analogue sur une vari�et�e S � IRn

vvv : S � IRn ! TS

o�u TS designe l'espace tangentiel �a S.
En partique: n = 3 et S � IR3 est une surface.

Ceci decrit un syst`eme autonome d'�equations di��erentielles ordi-
naires

grad f = vvv(xxx) ,
@f

@x1
= v1(x1; : : : ; xn)

...

@f

@xn
= vn(x1; : : : ; xn)

(Ce que l'on cherche est l'application f : IRn ! IR).

Pour pouvoir d�eterminer la trace d'une particule dans un courant,
il faut d'abord la position initiale. Ensuite, il faut r�esoudre un
syst�eme d'EDO's.

D�eterminer la trace d'une particule dans un courant
! choisir poisition initiale
! r�esoudre syst�eme EDO.

Soit I � IR un intervalle ferm�e de IR, la trace du particule peut
être d�ecrite par une courbe param�etrique

ccc : I ! IRn

t 7! (c1; : : : ; cn)



avec
@c1

@t
= v1(c1; : : : ; cn)

...

@c1

@t
= v1(c1; : : : ; cn)

c.�a.d. chaque point de la courbe (pour chaque param�etre t) doit
être tangent au champs vvv.

Exemple n = 2:

Soit donn�e un champs de vecteurs 2D vvv = vvv(x1; x� 2). On cherche
ccc : I ! IR2, t 7! (c1; c2) avec

@c1

@t
= v1(c1(t); c2(t))

@c2

@t
= v2(c1(t); c2(t))

| �gure |-

Tracer ces courbes d'int�egration est �a la base des m�ethodes de
lignes de courant.

En g�en�eral, les donn�ees sont disponibles sous forme de champs de
vecteurs, mesur�es ou calcul�es, discrets. Ils sont donn�es sur des
grilles r�eguli�eres ou irr�eguli�eres.



Donc la fonction vvv (l;e champs de vecteurs) n'est pas connue
continuement. Pour pouvoir utiliser les m�ethodes num�eriques de
r�esolution d'EDO's, on a besoin de connaitre vvv de mani�ere con-
tinue.

| under construction |

6.1.2 Visualisation de champs de vecteurs dans le temps

| under construction |

6.2 METHODES TOPOLOGIQUES

| under construction |



Helman, Hesselink, Repres. and display of vector �eld topology in

uid 
ow data sets, IEEE Computer 1989:



Helman, Hesselink, Visualizing vector �eld topology in 
uid 
ows,
IEEE CG&A



Globus, Levit, Lsinski, A Tool for the topology of three-dimensio-
nal vector �elds, Proc. Vis'91



6.3 LINE INTEGRAL CONVOLUTION

B. Cabral, Imaging vector �elds using line integral convolution,

| under construction |



7. VISUALISATION MULTIRESOLUTION DE

DONN�EES SCIENTIFIQUES

| under construction |



Sites WWW

SciVi Research

http://www.llnl.gov/graphics/
http://davinci.informatik.uni-kl.de:8000/
http://www.cs.sunysb.edu/ vislab/
http://www.sm.go.dlr.de/ schorsch/Professional/
http://wwwcg.twi.tudelft.nl/scienti�c/SciVi e.html

Volume Rendering:

http://www-graphics.stanford.edu/software/
http://www-graphics.stanford.edu/projects/volume/

Geophysical Data

http://web.ngdc.noaa.gov/seg/segd.html
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