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CHAPITRE 3

Modeles d’illumination analytiques et
hiérarchiques

La compleité desscenesl’extérieurposedenombreuxprobléemesntermede modélisations
etderendu.Cependanthousvenonsde voir quelestechniguesie modélisationrdonnentaujour
d’hui desrésultatgéalisteset diversifiés,aux prix de nombreuxpolygoneslLesarbresfont partie
de cettecatégoried’objetsdontla surfacen’est pasvraimentdéfinie,ce qui rendles partiesin-
ternesdeleur feuillagepotentiellementisibleset éclairéesDe plus,le rendude cetype descéne
estextrémementolteux,et tréssujeta I'aliassage Nous avons montrédansl’état de I'art que
I'utilisation desniveauxde détailspermetd’améliorercetypede problémepourd’autresfamilles
d’'objets(e.g. herbeterrain,etc.).Pourlesarbrespeudetechniquesontcapablesle calculerauto-
matiqguementlesniveauxdedétailssanschanget'apparenceaylobale Nousverronsen1 comment
il estpossiblede s’appuyersur la hiérarchienaturelledesarbrespour construiredesniveauxde
détails.

Lesdétailsgéométriquesommelesfeuillesou lesaiguillessonttrop petitspour étrevisibles
individuellementdésque I'obsenateurse trouve a quelquesdizainesde métres(cf. figure 3.1).
Lesrameauweux-mémeseconfondentvecla distancepuislesbranchesetc. Il estdoncintéres-
santd’essayederemplacetesdonnéesiondistinguablewvisuellemenparuneprimitive ayantle
mémecomportemenphotométriqueuele groupede géométriegqu’elle représenteNousmontre-
ronsen 2 quecetteidée,coupléea la notion de hiérarchie estune piste pour la constructionde
niveauxde détailsefficaces.

Lorsdurendu,il estimportantd'utiliser un algorithmetirant partiedela connaissancdispo-
nible a priori surle type dedonnéegsjuel’'on souhaitetraiter pourlimiter I'aliassageet diminuer
lescoltsaumaximum.Nousexpliqueronsdoncen 3 lesraisongpourlesquellesiousavonschoisi
le lancerdecbnesegtle criterequenousutilisonspourle choix desniveauxde détails.
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76 CHAPITRE3. MODELESD'ILLUMIN ATION ANALYTIQUESET HIERARCHIQUES

FIG. 3.1— Un exempledela compleité visuelled une forét. L' objectif estde la représenteautrementjueparune
forte compleité géométriquetrescolteusentempsde renduet génératricel’aliassage.

1 Niveauxde détails pour lesarbres

Au fur etamesureguel’on s’éloigned’un arbre,on nediscernepluslesdifférentegarties. on
commencegarne plusdistingueresfeuilles,lesrameawpuislesbranchesemélangentet pour
finir, seulela silhouettedel'arbre restevisible. On ne peutpasnonplussupprimersimplementes
détailsfins : la forétdela figure 3.1 démuniede sesaiguillesauraitunealluretrésdifférente bien
guechaqueaiguille occupemoinsde 1% d’un pixel. Ce constatplaide en faveur desniveauxde
détailset deleur continuité.

1.0.1 Simplification de maillage

L’étatdel'art montrequepeude modélesontcapablesie généreautomatiqguemerdt effica-
cementdesniveauxde détailspourles arbresLe modélede Weberet Pen(cf. chapitre2 section
1.2.3) simplifie un modélegéométriqued’arbre en supprimantes branchedes moinsssignifica-
tives.Ceciallegele coltde rendumaisaudétrimentde la conseration del'illumination etdela
transparencgénéralalel’arbre entrelesniveaux.Deseffetsde saut(poping sefont sentirlorsdu
passagel’'un niveaual'autre. Unetelle techniquen’estpassatishisante plutdtquededécimeril
estsliremenpréférablederegrouper

1.0.2 Utilisation dela hiérarchie

Lesarbregposseédendespropriétéshiérarchiquemntéressanteslesfeuillesserépetenautour
d’un tronc pour former une branchesecondairePlusieursbranchesecondaireserépétentpour
formerunebrancheprincipaleet plusieursbranchegrincipalesdormentl’arbre complet(cf. figure
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-
?

FIG. 3.2— Différentsniveauxde détails.

3.3). De plus,deuxbranchesl’'une mémefamille d’arbressontassesimilaires.|l estmémepos-
sible d’étendrecettenotion de répétitionaux paysagepuisquedeuxarbresd’'une mémefamille
sontassezsemblables.

Ceprincipedehiérarchierépétitive peutnousaiderpourla constructiorde niveauxde détails

surdeuxpoints:

— la hiérarchienaturelledel’arbre guiderala hiérarchiede nosniveauxde détails;

— lesstructuregépétéepourrontétrefactorisée®tinstanciéesce qui permetde diminuerle
co0tmémoire.Pouréviterleseffetsrépétitifsil sufit souventde changet’orientationetla
taille desobjets,voire la palettede couleurs.

Max [MDK99] utilise déjaavecsuccésespropriétésiérarchiqueslesarbresdanscertainsdeses
modélegcf. chapitre2 section2.3.4).

2 Modelesd’illumination analytiqueset hiérarchiques

2.1 Forme etillumination

Le détail d’'un ensemblale primitives (e.g. unebrancheou un arbre)n’est pasvisible expli-
citementlorsquel’obsenateurestloin (i.e. lorsquel’ensembledesprimitives ne recouvrentjue
guelquedizainesde pixels de I'image ou moins). Seulela forme et la couleurd’ensemblesont
alorsdistinguéesL’idée que nousprésentonsci estde représentece groupede primitives par
saforme, associéex une formule analytiquedécrvant son comportemenphotométriqueet son
opacitéglobale(cf. figure 3.4), c’est-a-direparun modeéled’illumination (shadej. Ce shaderest
obtenuen intégrantun modéled’illumination simple*(e.g. celui de Phong)sur 'ensembledes
primitivesdu groupeentenantcomptedela visibilité?, etencalculantieur opacitémoyenne.

!Lescalculsmathématiquesurlesquelgeposecetteintégralene sonttoutefoisréalisablesinalytiquemenguesi la
fonctiond’illumination estsimple.
2Cecisetraduitparunerestrictiondu domained'intégration.
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FIG. 3.3— Lesarbressonthiérarchiquesplusieursoranchesecondaireformentunebrancheprincipale etplusieurs
branchegrincipaledormentl’arbre. Toutedesbrancheseressemblenti| estdoncpossibledelesinstancierDeméme,
unarbrepeutétreinstanciélusieursfois dansunescenell sufiit alorsde modifiersonorientationetsataille pouréviter
'impressiond’uniformité.

Cetteidéeestprésentadansbeaucoupge modélesd’illumination de surfaceou par exemple
dansla représentatiodle fourrure de Kajiya puisqu'il intégrele modéled’illumination de Phong
suruncylindre (cf. chapitre2 sectionl.2.2).

Fonction
+ d’1llumination
I et d’opacité
FIG. 3.4— Un objetvu deloin peutétrereprésentfar saforme et sonmodeled’illumination (shadej. Le résultat

de sonrenduserade meilleurequalité(i.e. avec peud’aliassage)avecuntempsde calcul plus petit quesi on utilise la
représentationu toutela géométriesstutilisée.

2.2 Hiérarchie

Le calculdel'intégrale du modéled’illumination surles primitivesn’estréalisablequesi une
connaissancapriori forte existesurl’agencementlesprimitives.L’aspectiérarchiqualesarbres
dontnousparlionsa la sectionl, peutnousservirde baseaucalcul. Si nousessayonsle calculer
l'intégraleanalytiquedelafonctiondePhongsurunarbreentieril estprobablequele calculnesoit
pasréalisable(la géométrigrop complexe d’'un arbrene pourrasetraduirepar unemodélisation
mathématiqueaisonnableyourles calculs).En revanche houspouvons procédeipar étapestout
en construisantes niveauxde détails.Nouscommenconpar calculerle shaderly,qnche d’'une
brancheen intégrantle modéleillumination de Phongsur I'ensemblede sesprimitives (e.g. en
fixantunegéométriesimpledesfeuilles). En utilisantce résultatnouscalculonde shaderl g pre
d’'un arbreentier encalculant’intégralede Iy qnche SUrl’ensembledesbranchegct. figure 3.5).
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De plus, un termed’opacité moyennedoit étre calculépour chaqueniveaude la hiérarchie.La
descriptiorguenousvenongdefaire selimite adeuxniveauxdansun but pédagogiqueil estbien
sirpréférabled’en avoir plus.

Géométrie

FIG. 3.5— Principed’unehiérarchiede shades analytiquesiansle casd’un arbre.L’illumination analytiqued’une
brancheestcalculéesnintégrantia fonctiond’illumination debaseg(e.g. le modélede Phong)surl’ensembledesfeuilles
d’une branche(une connaissanca priori de la dispositiondesfeuilles estnécessair@our simplifier la modélisation
mathématique)A partir de cettefonction d’illumination (et toujoursdela connaissance priori dela répartitionde la
matiere)on calculefinalement’illumination deI'arbre entier De plus, un termed’opacitémayennedoit étre calculé
pourchaqueniveaudela hiérarchie.

Nousvenonsde présentéineidéegénéraleourla constructiorde niveauxde détailsd’arbres
fondéesurlintégrationanalytiquedumodeled’illumination etsurleur hiérarchienaturellejl nous
restemaintenant mettreen pratiquece conceptpour prouer sapertinencece que nousferons
au chapitresuivant. Avantca, je tiensa préciserguelquespointsen rapportavec I'algorithme de
renduguenousavonsutilisé.

3 Considérationsliéesau rendu

Lesniveauxdedétails,mémebasésuruneillumination analytique doiventétreutilisésabon
escientors de la phasederendu.Nousferonsquelquesprécisionsconcernante lancerde cones
en3.1,etintroduironsen 3.2 un critérepermettante choix du “bon” niveaude détails.

3.1 Lancer decbnes

L’'ombragejouantun r6le importantdansle réalismedesimages,nousavons choisi d’utili-
serun renduparlancerde rayons.L'état de I'art nousindique quel’algorithme de beam-tacing
permetde diminuerl’aliassageplus efficacemenguele suréchantillonnge dansle casd’objets
a hautedréquencesgcommeles arbres(cf. chapitrel section2.1.2).Du fait dela compleité du
calculexactd'intersectiordel’algorithmedebeam-tacing nousavonschoisid’utiliser uneadap-
tation de cet algorithme,le cone-tacing : pour chaqueobjetintersectépar notre rayon conigue
nouscalculonssonpourcentage derecouvrementlela sectiondu rayon.Le calculglobaldela
couleurd’un pixel est:

Cpixel =ap.0a.Ca + (1 —ap.aa) X ag.og.Cg + ...

avec ap le pourcentagale recouvrementlu pixel par I'objet A et xa I'opacité de I'objet A,
etc. Le calculdu pourcentagele recouvremenhetient pascomptede la répartitiongéométrigue
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desobjetsdansle pixel. Néanmoinscette approximationestvalide si les objetssontdistribués
uniformémentansl’espace du moinssanscorrélation(ce qui estle casdesarbres).

Ce schémade calcul constitueun bon compromistempsde calcul/aliassagdNous pouvons
ainsilancerun seulrayonparpixel, sanspourautantsurchagerle calculd’'une précisionsuperflue
(pourles arbres)qu’apporteraile beam-tacing Remarque ce schémade calcul estsimilaire a
celui de I'algorithme du A-buffer (qu'il auraitétépossibledutiliser ici) qui calculede la méme
maniéreun pourcentagele recouvremendu pixel.

3.2 Choix du niveaude détails

Durantla phasede renduil fautchoisirle niveaude détailsa utiliser. Celui-ci doit avoir une
résolutionlégerementnférieurea la taille d’un pixel unefois qu'il estprojetéa l'écran(cf. fi-
gure3.6):

— unerésolutiontrop fine consere les problémesd’une représentatiosansniveauxde dé-
tails, & savoir un traitementde la visibilité complexe et un nombrede primitives a traiter
important: le coltresteélevé etl'aliassageoujoursprésen{cf. figure 3.6 agauche).

— unerésolutiontrop grossiéreestimmédiatemenvisible par I'utilisateur car'ensemblede
I'objet estuniformeetlesfréquencesontgommeéegct. figure 3.6 adroite).

Le choix du bon niveaude détailsestdoncfonctionde la taille dela primitive al'écran, qui elle

dépendlela distanceentrel’objet etl'obsenateur

Remarque enacceptanun légercompromissur la qualité, l'utilisateur peutforcer I'utilisation

d’'un niveaude détail Iégerementau delade salimite de validité, diminuantainsila chage de
calcul.L'utilisation d'un niveaude détailsgrossiethorsde salimite de validité tenda donnerdes
imagesfloues,ce qui peutétreun avantagepourles ombresainsiquepoursimulerla profondeur
dechamp.

Pixel Pixel Pixel

FIG. 3.6 — Le bonniveaude détailsestchoisi enfonction deI'éloignementde I'objet & I'aeil maisausside |a taille

desesprimitives. A gaude : denombreuseeuilles setrouventdansle pixel; on retombedansles problémediés au

grandnombrede détails(visibilité complee, aliassagecoitélevé). Au milieu : unepoignéede branchesetrouvent
dansle pixel; le traitementserarapide et ne fera pasapparaitrede zone uniforme. Ce niveaude détailsestle bon

choix pourcepixel. A droite : I'ellipse représentaritarbre entierrecouvreplusieurspixels, ce qui donneraun aspect
uniformenonréalisteal'arbre.



cHAPITRE 4

Modele analytique et hiérarchique
d’illumination pour les coniferes

La complité d'un sapinestgrande plusieurscentainesde milliers d'aiguilles. Cependant,
le détail de chaqueaiguille n’est pasvisible explicitementdésque I'obsenateurest éloignéde
I'arbre. Dansce chapitrenousappliquond’idée deremplacedes donnéesionvisiblesexplicite-
mentpar une primitive “floue” reproduisante mémecomportemenphotométriquegueles géo-
métriesqu’elle représenteOn disposed’une connaissance priori surla géométried’un rameau
de coniféres puisqu’uneaiguille a uneforme prochedu cylindre et queleursrépartitionssurune
brancheestassesimplea caractérise(cf. Etudedecas).

Nous introduisonsplusieursprimitives analytiquespour différentsniveauxde détails.En 1
nousposerongeshypothésestprésenteronkesconceptslenotremodele puisnousprésenterons
lestrois niveauxdu modéle: en2 le shademreprésentanineaiguille, en3 le shadereprésentant
uneréwlution d’aiguilles (coned’aiguilles) et en 4 le shaderreprésentanun rameaucomplet.
Enfin, nousfinironsen5 parlesrésultatseten6 parla conclusion.

1 Shaderdédiésaux coniferes
Nousposondci leshypothésestlesbasegsienotremodeéleavec,enl.1notremodeled’arbre,

enl.2unedescriptiondestrois modelest'illumination ou shades formantla hiérarchiegeten1.3
le détailde ce quenousdevonscalculer

1.1 Notre modeled’arbr es(cf. figure 4.1)

e Un arbreestun ensemblale brancheset d'aiguilles que nousconstruisongn utilisantun L-
system

81
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idh

FIG. 4.1— Notredescriptionhiérarchiqued’un arbre.

e Lesbranchesontreprésentégsardela géométrieclassique.

¢ Lesaiguillessontdescylindresfaisantunangled avecla branchedelongueur, derayonr et
dedensité(i.e. dedistribution) p. Les paramétreghangenpeule long dela branchepn peut
lesconsidérecommeconstants.

e Laprojectiond’uneaiguille surle planperpendiculairé la branchesstdeR = L. sin(¢).

e Noussupposonsgjueles aiguillessontdistribuéesenconesavec N aiguillesparcone.La dis-
tanceentredeuxconede longdela brancheestdh. L'espacemerﬂentredeuxaiguiIIesestzg—R,
commel’espacemenentredeuxconesestdh, il estraisonnablele choisirdh = 28 =, /p.
Nousat\/onsdonclarelationdthLR =p.

1.2 Rendumulti-échelle

En fonction de la distance Ja plus petite primitive que nousutilisons a I'affichageest I'ai-
guille (niveauun), le cbne(niveaudeux)ou la branche(niveautrois). Nousrendonda scéneen
utilisantun lancerde cénes: le rayon coniqueestutilisé pour estimerla taille apparentale la
primitive et pour calculerle recouvrementx du pixel. Nous utilisonsaussidesrayonsconiques
pourl’ombrage,ensupposanguela sourcedelumiéreestponctuelle.

Le principalproblémeestdecalculerla réflectancelobaleet'opacitédesprimitivesconsidé-
réesenincluantlesombresnternesPuisquenousutilisonsdesrayonsconiquesle suréchantillonnage
estinutile (i.e. ununiquerayonpar pixel estlance).

La contrilution essentielleque nousapportonsestla représentatiomulti-échellesqui sera
détailléedansles sectionssuivantes les trois shades alorsobtenuspar intégrationet la méthode
gue nousutilisons pour résoudrecesintégralesen particulier'interprétationgéométriquede la
visibilité etdel’'ombrageeffectuéepourle calculdu niveau3.

1.3 Qu’avons-nousa calculer?

Danscettesectionnousestimonde travail & effectuerpourle calcul analytiquedesshades.
Le résultatet le détail desintégrationssuccessies setrouventdanslestrois prochainesections.
LesvecteursL etV sontconsidérésommeconstantgourl'objet carla sourcede lumiéreetle
pointdevuesontéloignés.

!Le suréchantillonnaggeutétrevu commeuneapproximatiomumériquedulancerde coneg(cf. chapitrel section
2.1.2).
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FIG. 4.2— Lestroisniveauxdemodélestillumination oushades. A droite : la primitive estle cylindrereprésentant
lesaiguilles. Au milieu : la primitive estle conereprésentantineréwlution d’aiguilles. A droite : la primitive estle
cylindre représentanin rameauwd’aiguilles.

FIG. 4.3— Agaude : le modéledecénecontinu. A droite : le modélede rameatcontinu.

1.3.1 Niveauun (aiguilles)

Pourcalculerlillumination d’une aiguille, nousdevonsintégrerla lumiérediffusely etspé-
culaireIg reflétéegarun cylindre (cf. chapitre2 sectionl1.2.2).Nousne calculonsjamaisexpli-
citement’intersectionentreuneaiguille etle rayonconique,maisl’intersectiondu rayonavecle
cbned’aiguilles.Nousconsidérongjuelesaiguillesvisiblessontsurla partieavantdu cdne,puis
noussommondesilluminations.

1.3.2 Niveau?2 (cbnes)

En appliguanta loi desgrandsnombresnousconsidérongjuel’illumination d’un céned’ai-
guilles estéquivalentea l'illumination d’'un cbnesemi-opaqu&ontinuou chaquepoint reflétela
lumiére commeune aiguille entiérele ferait (cf. figure 4.3). L'opacité A estla moyennede la
surfacedu cOnecouverte parlesaiguilles,ce qui donneA = Zﬁl]{. L'illumination totaleréfléchie
estA multiplié parl'intégraledansl’espacedespixelsdel’illumination d'un cylindre surla partie
visible du cone.Les partiesavant et arrieredu cbnesontconsidéréeséparémentet seuleune
portiondecettepartiepeutétrevisible dansun pixel. L'intégrationanalytiquen’estpastriviale, et
nécessite€ertainesaapproximations.

1.3.3 Niveau3 (rameaux)

Nous considérongjue le shaderd’un rameaud’aiguilles estéquialenta un cylindre volu-
mique,anisotropest semi-opaquefait d’'uneimbricationde cones(cf. figure 4.3).L'illumination
et 'opacité de la partieavant et arrieredu conecorrespondena cellesdu deuxiemeniveauque
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nousavonsvu précédemmengn appliquantla loi desgrandsnombres)e volume estconsidéré
commecontinuet anisotrope I'opacité doit reproduirele mémeeffet que celui produit partous

les cOnestraverséspar un rayonsi le rendusefaisaitavec le niveau2, ce qui dépendfortement
del'angle durayon(cf. figure 4.10).La partiedifficile estl'intégrationvolumigueanalytique en

tenantcomptede la visibilité et del’'ombrage.En supposantjuel’on puisseutiliser uneapproxi-

mationlinéairedela loi decompositionrdesopacitésj.e. (1—A)™ =~ (1—nA) valideauxopacités
faibles,noustransformeronsetteintégraleenuneforme géométrique.

2 Shaderanalytique d’'une aiguille

Dansnotremodéle,uneaiguille estreprésentépar un cylindre (cf. chapitre2 sectionl.2.2),
ayantcommeshadercelui de Phong.Nousdevonsdoncintégrerles composantediffuseset spé-
culairesd’un cylindre dansl’espaceécran(i.e. nousdevons sommercette contritution dansle
pixel entenantcomptedel’opacité).

A

a

L
V cl

C

Yoy altav

FIG. 4.4— Uneaiguille.

2.1 lllumination diffuse

La composanteliffusedepuisle pointdevueest

Jpixet (N-D)1(n.150)dSpix
f pixel 1 dspix

Jeytinare (N-D) AN 150)-(N. V)N vs0)dS
Jeytinare N-V)1nv>0)dS

cyl
Ry =

Posong, etcy lesprojectionsdeV et surl'axeducylindre d, i.e. ¢, = (@.V) etey = (d.L)
(cf. figure 4.4). PosonsV,, et L, lesprojectionsde V et L surle plan perpendiculaireu cylindre
ets, etsy leurnorme.Cequi nousdonne;
xq
Rcyl _ Ja=xg
Y=

J‘(xv+72—-[
a=xy—73

sycoq o — o )sy codox — oy )dex

sy coj o — oy )dex
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avecxy eta I'angleentreV,, etL, dansle plan.Lesbornesdevisibilité o, eto; sontey — 5 et
o + 5 siL x V alamémedirectionqued, sinoncesbornessontxy = ap — 5 etoyy = oy + 5.
NousintroduisonsAa = |y — & |, etobtenonslors:

s18v/2(sin(Ax) + (1 — Aax) coAx))
2s,,

cyl _
Ry =

RYY = SL(sin(Aa) + (T — Ax) cofAx)) (4.1)

2.2 lllumination spéculaire

L'illumination spéculairelepuisle pointdevueest:

fpixel (N.H)™ (N H>0)-ASpix
I pixel 1 -dspix

Jeytinare N-H) ™ N 150)- (N2V) 1N vs0)-dS
Jeytinare (N-V)Nvs0).dS

cyl
Rs

avecle demi-ecteurH = 5 etn I'exposantspéculaire.

PosonsH,, cy, sn ety définicommepourL etV. Alors :

Reyl _ Iz‘:(xo sPcoS* (x — axpy)sy O o — axy ) dex
s (xv+%

X=Xy —

= Sy CoJ o — oty )da
2

Il estconnuquecos*(x) estsimilaire a e ¥ pourn grand(ce qui estla casici). De plus, la
densitéde la fonction estconcentréesurx = 0 (I'écart type vaut 1/4/n, et n estgénéralement
plus grandque 100),alorsnousavonscos*(x — xg)f(x) & cos*(x — xg)f(x¢). Finalemennous
obtenons

o N
ngl ~ (spsy cojay — ay) J 677(0670(}[)2 doc)/2s,
a=xg

Puisquef* e—2(3)’ = \/2no, lintégrale précédentelevient 2% si ayy € [0, oq] (Cequi est
toujoursle cas).Donc:

RSV & s cogay — ay)y/2E (4.2)

2.3 Opacité

L'opacitéestla proportiondu rectangledel'aiguille apparengui seprojettedansle pixel. Si
I'aiguille esttotalementouverteparle pixel alors:

alpha®V! = @ (4.3)

pix

ou Syix représentéa surfacedela sectiondu rayonconiquea la distancedela primitive. L'illumi-
nationdiffuseet spéculairesalentdoncly = alphaRy etly = alphaR;.
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FIG. 4.5 — Notre shaderde cylindre permetde représenteune forét de sapinsdont les aiguilles sontconsidérées
commecylindriqguessansavoir alestriangulerou aleséchantillonner

3 Shaderanalytique d’'un coned’aiguilles

Commenousl’avonsvu a la sectionl.3.2,nousconsidérons cetteéchellequ’un céned’ai-
guilles estune surface continuesemi-opaqued’opacité A ou chaquepoint de la surfacea une
réflexion identiquea celled’'un cylindre. Nousdevonsdoncintégrerlillumination d’un cylindre
surun coned’ouvertured pourtouslesaxesdy d'aiguillesvalides.Dansle systemede coordon-
néespolairesassocieaucdnenousavonsl = (0, ¢ ), ou ¢ estl'angle entrel etl'axe ducbne.
De mémenousavonsV = (v, ¢v).

3.1 lllumination diffuse
L'illumination diffuseestdonnéepar:

9v+% 1
rgome — AJ Lsy R (dp)
=0y T
LA r’v%

4 $18y (Sin(Ax) + (T — Ax) cogJAx))

8=0y—Z

ouls, estlalongueurapparente’uneaiguille. Cetteformulen’estpasintégrableanalytiquement.
Nousapprochonsglorss;s, (sin(Ax) + (m — Ax) co§Aw)) enutilisantla fonctior?

(1 + codAx)
F = sisy. — s

gui ala mémevaleuret la mémedérivéeen?, 77‘ et . De plus, 'erreur maximaleentreles deux
fonctionsestplus petiteque1%°.

) (2 + (n—2) cog An))

2Nousavonstrouvélesdifférenteformulesapproximantepartatonnementen cherchantlesformesintégrablest

encontrolantesdifférencesousMaple

(1+cos(Aoc) ) 1.651
2

L 5 R .
3L’approximationde F par estaussitrésbonne: I'erreur estplus petiteque 1.5%. 1l estplus
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Si
_(LpVp)  (LV)—ciey
COSA) =TTV = sisy

alors
JF C LV + 515y — c10y) .2+ (T — 2)(LV — 1) /5150

i 2 3 H 4 G 80 40 -20 20 40 60

FIG. 4.6— Agaude unexempledela courbeF, pourL = (0,1.2), V = (1,1.5) etd = 0.5. Cettecourbeestplutot
lissemalgrél'aspectcomplexe de sesfacteurs. A droite : la FFT de cettecourbe.Notezquel’énergie estclairement
concentréalanslesfréquence), 1 et 2, la motivationd’approcheff avecunecombinaisorinéairede 1, co§0 — 0 ),

coq2(0 — 0p)) estdoncjustifiée.NB : lesvaleursa droite sontdiesa la symétriedela FFT.

Si noustragonscettefonction avec Maple pour plusieursvaleursdesparameétred, V et ¢, il
apparaigjuela courbeesttréslisse(cf. figure4.6agaucheptressembl@unecombinaisorinéaire
del,cog0 —04) etcog2(0 — O3 )). L'évaluationdela FFT surdescourbediscrétiséesnontre
gu'il n'y a pratiguemenpasd’énegie endehorsdesfréquenced), 1 et 2 (cf. figure 4.6 a droite).
Nousessayonsloncd’approcheta courbeF enutilisantdespositionset desvaleursdesextrema.
Le premierfacteurestresponsable’'un maximumde variationde F et estfacile a calculer De
cefait, nousapprochonsa courbeF par(L.V) + sis, — ci¢, dontlesextremacorresponderdux
mémesvaleursde 6 queF.

Le termec;c, — s1s, €stégala cos(f\f—k }/\T/) avecAL 'angleentrelesvecteursi et etAV
I'angle entreles vecteursd et V. Cesanglesvarientpeuentreleur minimum et leur maximumsi
le vecteurd tourneautourdu céne,nousreprésentondonclesvariationsde7@ parlaformeA +
By coq0 — 01) avecAr = max(dpr, ), BL = min(dpr, §). Nousfaisonsdemémepourﬂ/.

Si nousdé\elopponsf\f +AV aveccetteapproximatiomousobtenond’expressior

Ay + By COQ@ — 6;)
avec

Ay = Ar+Avy

BZ = B?+B% 4 2B By cog6; —6y)
cog0z) = (BrcogOr)+ Bycog0y))/Bs
sin(0x) = (Brsin(6L) + By sin(6y))/Bx

simpled'utiliser unepuissancele 1.5,2 ou 1 (avecdeserreursrespectiesde 4%, 7%, 18%a la placede 'fég((?)) ), pour

résoudrd’intégrale analytiquement.
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FIG. 4.7 — Lesdeuxtypesd'aspectslela courbeco§ Ay + Bx * cog0 — 0x)), dépendantiecequeAs + Bx *
cog 0 — 05) croisert (adroite) ounon(a gaude).

Notre but étantd’approchert, nouscherchondes extremade F =~ (L.V) — cos(AL + AV)
lls corresponderﬁuxextremadeAL + AV, soitala vaIeurpourIaqueIIeAL + AV croiser. Si
AL+AV necroisepasr, F estsimilaireaunefonctioncosinusSi elle le croise,F aun“chapeau”
et ressemble la combinaisord’un cosinuset d’un cosinusa frequencedouble(cf. figure 4.7).
La similitude estgrandesi ¢ et ¢y ne sontpasprochesde ¢. Alors, nouspouwvons obtenir
explicitementlesextremadela courbe.

Commenousessayongrécisementi’approcheif sousla forme

(LV)— (Ao +A1cod0 — 0,,) +A2coq2(0 —0)))

nouspouvonsutiliser lesparamétregssusde cesextremum.
SoitM = coqdAs — By) etm = cogdAs + Bys), alors

em = GZ)
}\] = (TTL;M),
Ao = M — A2, a&vec; = 0 dansle casol aucuncroisementvecT n'apparaifi.e. Ay + By

etAy — By sontentre[0, ) ;
Ay = % dansle casd’un croisementavecn (Ay + By > 7 > Ay — By).
Maintenantnouspouvonsfacilemeniobtenirl'intégraledeF :

reone _ 1A J‘M%
4 Jo—py-—z
I6one = LA (m(LV — Ag) — 2A; cogBy — 05)) (4.4)
ou
_ _ By codA0)+By _ o
cogBy —0x) = +/BZ+BZ+2B1 By CoqAB) etAd = 0L —Oy.

3.2 lllumination spéculaire

L'illumination spéculaireestdonnéepar:

Ov+35
Ione = AJ LsyRSYY (dp)
0=0v—3
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LA |27 [OvF2
= 7 : SISR COS(OCH - 0(\/)
7

avecls, lalongueurapparentel’'uneaiguille. Encoreunefois, si estunefonctiondontla densité

estconcentréguandsy;, = 1, ce qui arrive quandcy, = 0, c’est-a-direquandH estorthogonal

a laxe d’une aiguille @. Donc la valeur 8;; existe seulemensi ¢y € [Z — &, 5 + ¢, sinon
_ 0L oy A ~ i

I5°™¢ = 0. Si 0 existe,nousavonsanouveausyf(0) ~ spf(05).

Commes;sy, cod oy — ay) = (V.H) — cicy, Nousobtenondinalement

Iome  LAZT(V H)e (4.5)

n

ole =1sipy €[5 — b, 5 + ¢l, sinone = 0.
Remarque quandles deuxvaleursou H estorthogonala d@ apparaissersur la mémeface
(avantou arriere),e = 2.

3.3 Opacité
L'opacitéestdonnéepar:

Ov+ %
alpha®™ = AJ lsy

8=0y I

Commes,, = sin(ﬁ/), nousapprochonsf\T/ by Ay + By cog0 — 8y) parle mémemoyenque
pourla composanteiffuse.C’est-a-dire

alpha®™ = IA(AY7t + 2A] cog@y — By)), i.e

alpha®™ = lLA(tcoq d) cos ¢pv) — 2sin(Pp) sin(dv)) (4.6)

4 Modeled'illumination analytique d’'un rameaud’aiguilles

Nousconsidérongju’'unrameauwd’aiguillesestun volumeayantuneforme de cylindre etune
opacitéanisotropg(cf. figure 4.9). Pourcalculerle shaderanalytiqued’'un tel objetnousdevons
calculeranalytiquementin renduvolumiquedu cylindre.

Commel’'opacité A n’estpasconstantde long du rayonet du rayond’'ombrage nousobte-
nons:

1

= J
Spix (x,y)Epixel

far 1 lz lshad
Al o oo o 4.7)
z=mnear
avece ° =T = (1 — A) latransparencanisotrope], la longueurdu rayondansle volumeet
lshaa lalongueurdu rayond’ombragedansla volume.

Nous devons maintenaniexprimer I'opacité et calculerl'intégrale, ce qui requiérequelques
approximations.
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4.1 Traverséed’'un rameaud’aiguilles en2D

Nous nousplagonsdansle casd’'une brancheinfinie avec un empilementd’aiguilles ayant
unedirection ¢ relatvementa I'axe de la branche(cf. figure 4.8 a gauche)PosonsR le rayon
dela brancheet dh la distanceverticaleentredeuxcdnesd’aiguilles. Soit un rayontraversantia
branchefaisantunangle¢, avecl’axe decelle-ci.Lalongueurdurayonal’intérieur dela branche
estR/sin(d;).

Lesdistancentrelesintersectionsontd = dh%

Le nombremoyen d’intersectionsestdi}L %
Notonsk(¢., ¢) la quantité

sini ¢ — ¢l 1 1

k(dpr, d) = - ‘tan(q))  tan(dy)

= Sin() sin(dr) |

L'opacitédela branchde long durayonest1 — Tark(¢r¢)
Afin deraccourciesnotationsnotonsk, = k(r, ¢) etk, = k(dpr, m — ¢). k, corresponc
la traverséed’une brancheayantunesymétrieaxiale.

FIG. 4.8— A gaude : champ2D d'aiguilles paralléles. A droite : rameaud’aiguilles 2D. Notezla variationde
I'opacité enfonctiondela directiondu rayon(surtoutvisible a gauche).

Un rameaud’aiguilles 2D estcomposéde deuxchampsd'aiguilles différents,celui de droite
ayantpour orientationd’aiguilles ¢ etceluidegaucher — ¢ (cf. figure4.8agauche)Le nombre
total d’intersectionde long du rayonestdonc:

R = Rsin[p; — ¢+ sin|dr + ¢ _ R 2
an TR = T S sy antanmin(@, 6,))

Cequi signifiequepourunrayonrestandand’ouverturedu céned’aiguilles,I'opacitétotalereste

constanetce,quellequesoitla partiedu conequi estdevantetqui estderriere Ceciestégalement
vrai pourle rayond’ombre.Si le rayonpassepar|'ouverturedu cone(parenhautou parenbas)

I'opacité passea 100%quandd, = 0 ou 7.
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FIG. 4.9— A gaude : nousmodélisonsun rameaud’aiguilles par un cylindre volumétriquesemi-opaqueCette
opacitéestanisotropeet reproduitla variation du nombred’intersectionsentrele rayon et les conessous-jacents. A
droite : intersectiord’'un plan , avecuncéne.Nousapprochongeshyperbolegparleurasymptote.

4.2 Extensionala 3D

Revenonsa notrerameaud’aiguillesen3D. En 3D, si un rayontraversel’axe dela branche,
la situationestéquivalenteaucas2D vu précédemmenMais généralementyn rayonnetraverse
pasexactement’axe. Plagonsnousdansle plan parallélea I'axe du cone contenante rayon.
Soitx la distanceal'axe et  ceplan.L’intersectiondu volumedu rameaud’aiguilles (constitué
de cones)avec le plan donneun ensembled’hyperbolesNous approchongaisonnablementes
hyperbolegparleursdeuxasymptotegcf. figure 4.9 adroite). Le plancontientlesaiguillesayant
la mémeorientationd etle mémedécalagaeih qu'en3D, dansunebranched’épaisseu2R, avec
R, = VRZ —x2. Nouspouvons donccalculerle nombred’intersectionsen utilisant la formule
2D. Pourestimerla quantitéde lumiéreatteignantun point du rayon,nousconsidéronge rayon
d’ombre partantde ce point. De maniéresimilaire, nousintroduisonde plan parallélea I'axe du
cbneetcontenanterayond’ombrage(cf. figure4.10).Le nombred’intersectiongpeutétreobtenu
commepourle rayonprincipal.

4.3 Traverséed’'un rameaud’aiguilles 3D

Nouspouwnsmaintenantevenir al'intégrale volumique(4.7). Nouschoisissonsa paramé-
trisationcartésiennelela surfacede maniérea cequel’axe X soitorthogonakucylindre. Doncle
plan  estindexé parx (i.e. x estcohérentvecla sectionprécédente)en conséquencel n'est
pasnécessaird’intégrerle longdel'axe ~, puisqude cylindre esthomogénealanscettedirection.
Remarqueziuel’albédo A del’équationdoit étrecorrigéeen A /6, puisqueaucuneénegie n’est
présentalansl’espaceentredeux cdnes.De maniéresimilaire pour la longueurdl, I'opacité est
e 94 = T4l Effectuonde changemerdevariablede(x, ) vers(x, ) danse planorthogonal
aucylindre. Celasignifie quenousindexonsun point surle rayonparsaprojectionsurle planor-

thogonal .LejacobiendeIatransformatiorest%. L'opacitéassocié& un élémenidelongueur

dl 0
dl surleplanestTs( ) =T T,

4.4 Division del'intégrale enrégions

Noustirons commeinformationdu cas2D quel'opacité le long du rayonestconstantgour
la partieavant et pour la partiearriere(cesdeuxpartiescorrespondenaux deuxorientationsdes
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FIG. 4.10- Le volumeintersectéparle planvertical contenante rayonressembleucas2D.
aiguillesdangle plan ). Nousavonsdonc:

1 R 0 k v lshad _0 Rx E v v lshad _0
= _J J A gy VTR TIT J A T T @Rt aha) Tl 7
2R x=—R Jz=-Ry dh z=0 dh

Nousdivisonsle disque(dela sectiondu rameauwd’aiguilles) endeuxrégionsFy etRy (avant
et arriere)relatvementa vV (cf. figure 4.11),tout commea la section3, nousavions divisé les
conesenunefaceavant et unefacearriere,afin d’évaluerl'illumination. Surchaquerégionk()
estconstante Supposonsgjue IV soit constantepour chacunedesdeux régionsdu volume, et

approchonda parla valeurI$¥! = etI,,. L'intégraledevient

A

R 1 0 _v Lshad 0 — Rx _v :1 Lshacl 0
I= mj I IS J Tk R [me  |  pewt J TiakRer gl 4
z=—Rx

Vifron Tear
x=—R z=0

Pourrésoudrd’intégrale, nousallons diviser a nouveaule disquedansle but de séparela
partieavantetarriereF; etR; relatvementa L. Lalongueurdurayond’ombredépendde d'une
maniérecomplee, ce qui rendl’exponentieldifficile aintégreranalytiquement.

Pour rendrecette intégraleréalisableanalytiquementnous utilisons une approximationli-
néairede compositiondesopacités (1 — A)™ = (1 —nA) qui estvalidesinA 1 (i.e. sile
rameauwd’aiguillesn’estpastrop dense)Alors (1 — A)™ (1 —A)"2 =~ 1 — 1A —nyA , cequi
assurda séparatiordesfacteursL’intégralesedéfinitdoncpar:

A 1 =
T=T, +Try =522 Thon el | + Tk Ir,
avec
k ky
I :J 1—AJ —(Ry + )—AJ hd——AJ had =
v v v dh VRLsadh VLsadh
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FIG. 4.11— Le volumede la branched’aiguille vu par une sectionorthogonaleLes surfacesdesquatrerégions

1 =Fy L, 2=F Fr, = v L, = v Fp sontproportionnellesl'intégrale dela longueurdu
rayond’'ombre,avecl’origine placéesurle rayon(seulle casgénériqudigureici). Nousdevonsintégrercettesuriace
pourtousles .

ky Ky ki ky
Izj 1—AJ(R+ )Aj AJ al
Ry Ry Ry dh dh Ry Re Shaddh Ry o shaddh
avecFy x Rp larégiondeRy couwerteparlesrayonsd’ombresdontl’'origine estdansFy etainsi
desuitepourlesautresrégions(cf. figure 4.10).
4.5 Intégration géométrique

Nousarrangeonseciainsi:

R kv 2 El J kl J
I =n——-A—~"R —A— — A
v ) dh dh shad dh L. shad
R? ky 4 ky 2 ki Ky
I[p =m— —A—-R —A—~ZR —A— —A—
Ry =77 ~Mn dh dh Lv R M Tdh Lv el

Les quatreintégralesrestantdansles formules ci-dessussommentla longueurdesrayons
d’ombragequi commencensur chaquepoint du rayon et sontinscrits dansla régionindiquée
enindice, pourchaquerayonincident.Pourle moment,considéronseulementintégralele long
du rayon. Le rayond’ombre balaieune région puisquesonarigine suit le rayon.L'intégralede
salongueurle long du rayonprincipal ressembldortementa la surfacede cetterégion: elle est
proportionnellea sm(l oul, estl'angle entrela projectionL. etV del etV dansle planortho-
gonal.La “preuwe” dececiestquesi 1 estorthogonala V alorsl’intégraledela longueurest
I'aire d’'unesurface. Autrement on peutsereplacerdansce casavec un changemende variables
ayantpour jacobien g (1 T Afin de calculerl'intégrale le long du rayon, nousdevons mesurer
l'aire dechaquereglonbalayeeS] ,S2,S ,S4 enutilisantdesrelationsgéométriquesttrigonomé-
triques.Nousdevonsensuiteintégrerle résultatpour chaquerayon. Aprésde longset fastidieux
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calculsnousobtenonsinrésultatsimpleet symétriqugsansapproximation}
I R .
S = (1 +cogly))—sin(ly)
R .
S, = (1—coqly,))—sin(l,)
S = (14cogql,)/ )R sin(L,)

S4 = (1—codql,)/ )R sin(l,)

(4.8)
Le facteursin(l,) disparaitguandon multiplie parle jacobien.
4.6 Résultatdelillumination d'un rameaud’aiguilles
L'opacitésedéduitfacilement
1 (R v ART
1— = — ARan w1 - "_—k
%y ZRLR o dh 4"
ie
«, =aky, g, = ak, (4.9)

Nous introduisonsde manieresimilaire I'opacité dansla direction de la lumiere: « | =
aky, ag, = ak; etnousavonsfinalementl =1 , + Iy, avec

I, =1 o (1 5 (2u, + (1~ ool Nag, + ( —cogl ))ocFL)>

Iry = ¥arar, 1——5 (4 , +2ag, + (1+cogl )ag, +( +cogl ))aF) | (4.10)

5 Résultats

Une propriétémajeurede ce modéleestl'évolution de soncodt enfonction du nombred’ai-
guilles,i.e. la compl«ité enfonctiondu nombred’aiguillesN parcéneetdu nombredih decbnes
surunebrancheparunité delongueur(cesdeuxnombressontproportionnelsala racinecarréede
la densitéd’aiguilles).Si N estmultiplié pardeux,le nombred’intersectiongourle niveauun et
le nombred’échantillonspar pixel qu’un lancerderayonsdoit traiterestmultiplié pardeux,alors
quelesniveauxdeuxettrois ne sontpasaffectés.Ceraisonnemens’appliquesi dh estdivisé par
deux.Le coltdesrayonsd’ombrageéwlue de la mémemaniére.Alors qu’un lancerde rayons
classigudanceun rayond’ombre pour chaqueéchantillon,notre modélefactorisele rayonpour
la partieextérieureala branche.

Nousavonscompard efficacitédenotremodéleavecunlancerderayonsclassiqueRayshadge
utilisantle suréchantillonnge pourdiminuerl’aliassagell estimportantde savoir quele nombre
maximumderayonsancéparpixel de Raushadestde64. Donc,quandun arbreestloin (c’'est-a-
dire moinsde 100 pixels de haut),Rayshadee lancepasassezle rayonspour éviter'aliassage.
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Il sembleefficace en tempsde calcul mais c’est au dépendde la qualité. Sur une image fixe
comportantbeaucoupde hautesfréquencescommepeut'étre uneimage de forét, l'aliassage
n’estpastoujoursvisible parcequ’il estdifficile dedistinguere bruit del'information. Par contre,
désquel’on calculeuneanimation|'aliassageapparaiimmédiatemenfgrouillement).

NotrescenedetestcomporteB0 sapinsgui représenterd peuprésl27pixelsde hautpourles
plusprocheset 64 pourlespluslointains(cf. figure4.12).

FIG. 4.12— Notrescénealetest. A gaude : Lestrois niveauxde détails(niveauun enrouge niveaudeuxenvert et
niveautrois enbleu). A droite : 80 sapins.

Lessapinsutiliséspournostestscontiennengénéralemen300 branchest a peuprés30000
aiguilles,la scenecontientdoncerviron 2 millions d’'aiguilles. Concernantinebrancheun cone
a3.94cmdehautetaunrayonde 1.6 cm, uneouverturedet/ etle pasentrelescénesestde
0.9cm.Il y al2aiguillesparcénepourcesarbresquiontunrayonde0.05cmetunelongueurde
4.25cm. En moyenne 4.4 cbnessontimbriqués,par conséquentin rayonpassané traversl'axe
orthogonalemend la brancheraversereenmoyenne8.8 couches.

Considéronsnaintenantes tempsde rendu.Les testsde comparaisorentrenotre modeéleet
le modéleclassiqué qu'utilise Rayshadent étéeffectuéssurune n x? Infinite Reality enex-
ploitant un seul processeurRayshade effectuéle rendude I'image 4.12 en 65.3 minutesavec
uneoptimisationa basedegrilles. Notremodelé@ calculelimage en8.1 minutes Avecuneimplé-
mentationlargementaméliorablenotre méthodeest8.1 fois plus rapidequele modéleclassique
représent@ar RayshadePourun grandpaysageu les arbredointainssonttréspetits,Rayshade
ne peutempécheun fort aliassagelu fait de sonseuilmaximumde 64 rayonspar pixel. Si nous
pouvionsaugmentecettelimite, le gainennotrefaveur seraitlargementplusimportant.

4Le systéemeRayshadaitilise le suréchantillonnag@ourdiminuerl’aliassagegt touteslesaiguillessontreprésen-
téespardescylindres.

SNotre implémentationutilise le lancerde cones(un uniquerayon par pixel) pour diminuer I'aliassageet nous
utilisonsles 3 niveauxde détails.
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5.1 Parallélisation de lI'algorithme

Malgré I'accélérationdue a notre modeéle unescenecomplexe calculéeparlancerderayons
devient vite tréscolteuseen tempsde calcul. Diminuer cestempsde calcul estintéressantlans
le cadred’applicationsde miseau point ou de renduinteractif: pourun artisteil estcommodede
disposed’un apercudu résultatrapidementPourceci,unedespossibilitésa étudierestle calcul
paralléle.

Nous avons parallélise[MCO01] notre lancerde cones(cf. annee B) suivant un schémade
parallélisatiorclassiquei.e. endécoupantineanimationou uneimageensous-partiesemaniére
a distribuer les taches Notre premiéremachinede testa étéune n x? Infinite Reality avec 6
processeuréMIPS R12000a 400MHz), puis nousavons effectuéle portagede I'application sur
une grappeexpérimentalede PC8. Les résultatsde cette parallélisationsont quasi-linéairesur
les deux plates-formes avec 6 processeursine animationest calculée6 fois plus vite et une
imageb5.9fois plusvite. En performancebsoluda grappede 12 PCesterviron 30% plusrapide
guel’ Onyxavec 6 processeurd.a différencese situedoncau niveaudu codt financierdesdeux
machines I' Onyxcodtea peuprésquatrefois le prix d’'unetelle grappe On enconcluequepour
uneapplicationcommela notre,oul'algorithmeestfortementparallélisablel'in vestissemerdans
unegrappede PCestun choix a ervisager Consultel’annexe B pourplusdedétails.

F1G. 4.13— Unescénale1000arbres.

®Nousavonsutilisé la grappede I'équipe SIRAC composéeale 12 PC Pentiumll (450MHz)sousLinux, disposant
du moduleexpérimentaleSciFS(developpépar EmmanuelCecchetpffrantunemémoirepartagéalistribuéefacilitant
la gestiondela mémoirepourdesapplicationdistribuées.
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6 Conclusionet perspectves

Nousavonsintroduitunensembla@letrois shades capableslereprésentea différentsniveaux
(aiguilles,conesetrameaux)eseffetscumulésdesniveauxinférieurssansavoir aleséchantillon-
ner, en tenantcomptede I'auto-ombrageinterne ainsi que de la visibilité. Commetoutesnos
intégrationssontanalytiquesnouspouvons produiredesimagesde qualité (en particulier avec
peud’aliassagept ce,rapidementD’un pointdevuethéorique nousaimerionsamélioredesap-
proximationsfaites.ll serait,parexemple,intéressantle lever I'hypothésed’un albédofaible en
substituantineloi polynomialea I'approximationlinéaire.

Lesparametreslesshades nouspermettentle simulerdifférentstypesde conifereqpins, sa-
pins,etc.)etdemodulerlescaractéristiqued’un arbre(parexemplepour simulerl’effet duvent).
Nousavons été capabled’intégrercesshades parceles objetsde notre étudesonttres structu-
rés.Réciproguement;usagemassifde cetteconnaissanca priori, fait que cestrois shades ne
peuwentsimulerquedesbranchegsomposéed’aiguilles. Dansla nature denombreuxobjetssont
composésl’'une uniquesortede structure pu présententlessimilarités,il estdoncpossibled’in-
tégreranalytiquementeur shader La prochaineétapepour nousseraitde simulerd’autrestypes
d’'arbres,pour lesquelda structureestplus stochastiquéconcernanta distribution et I'orienta-
tion desfeuilles). Il seraitaussiintéressantle gérerdesstructuresplus grandesen nombresde
primitives,commeun ensemblalerameauxyoire un arbreentier

FIG. 4.14— Enhaut: trois arbresdepuisun point de vue prochejusqu’aun point devuelointain. A gaude : 100
arbressurun carré. A droite : unescénede 1000arbres.
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