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Introduction

Cheveuxbleus,pavillon deténèbrestendues,vous
merendezl'azur duciel immenseet rond.

CHARLES BAUDELAIRE

La Chevelure

I L' ANIMATION de personnagesvirtuelsa béné�cié de nettesavancéescesvingt
dernièresannées,la simulationparordinateurdecheveux demeureensoi un do-
mainede recherchescienti�que dif�cile et encoreassezpeuexploré,quece soit
dansle domainedel'informatiquegraphique,dela physiqueou dela mécanique.
La dif�culté provient avant tout de la complexité structurelled'une chevelure.
En effet, unechevelurehumaineestun matériaucompositeconstituéd'environ

100 000 cheveux en interactionles uns avec les autres,chaquecheveu se présentantcommeune
tige translucidetrès�ne et recouverted'écailles.D'autre part, l'étude scienti�que decematériausi
particuliera longtempsétélaisséedecôté,du fait del'absenced'enjeuxéconomiques.

De nosjours,étantdonnéela multiplicationdespersonnagesvirtuels dansles jeux vidéo et les
�lms d'animation,la simulationdecheveuxfait l'objet d'un intérêtcroissantdela partdesspécialistes
de l'informatique graphique.Par ailleurs,la simulationphysiquede cheveux attire de plus en plus
l'attentiondescosmétologuesspécialistesducheveu,qui voientdansle prototypagevirtuel unmoyen
ef�cace pourmettreaupointdesproduitscapillaires.

1 Motiv ations et enjeux

Plusqu'un simpledétailde l'apparencehumaine,la chevelureesten réalitéun élémentvisuel -
et tactile - essentielde la personne.Célébrésde toustempsdansl'art picturalet dansla littérature,
lescheveuxsontle re�et d'une mode,d'une traditionou d'une personnalité,et ils font denosjours
l'objet de soinsattentifs.Dansles environnementsvirtuels peuplésde personnagesde synthèse,la
représentationet l'animation de cheveux sontdoncessentiellessi l'on souhaitegénérerdesscènes
réalistes.Cependant,la simulationde cheveluresa longtempsrésistéaux spécialistesde l'informa-
tiquegraphique,etl'on commencetoutjusteàpercevoir, depuis2001,quelquessolutionsàcedif�cile
problèmescienti�que.
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8 INTRODUCTION

Cheveux, art et histoire

"La beautédu ciel est dansles étoiles, la beautédesfemmesest dansleur chevelure", selon
un proverbeitalien. Depuistoujours,la beautéétrangedescheveux fascineen effet les Hommeset
inspirelesartistes,qu'ils soientpeintresdel'antiquité,poètesduXIX e siècle- Baudelairedédial'un
desespoèmesà la sensualitédela chevelure- oumêmedessinateursdemangasjaponais! Lesbeaux
cheveux séduisentd'abord par leur brillance et leur touchersoyeux, mais égalementpar la grâce
avec laquelleils peuvent �otter dansl'air lorsqu'ils sontmis en mouvement(voir Figure1). Epars,
ils sontsouvent comparésà l'eau qui onduleet coulesur les épaules; les artistesy voient aussila
séductiondela femme,le désirou le mal - incarnéspar lesGorgoneset lesErinyes,cesmonstreset
divinitésantiquesinfernauxauxcheveuxdeserpent- tandisqueleur blondeurrime avec innocence
etdouceur...

FI G. 1: Célébration dela chevelurehumaineà travers lesépoques,dansla peintureet le dessin.De gaucheà
droiteetdehautenbas: 1) “le princeaux�eursdeLys”, fresquecrétoisedatantde1500ansav. J.C.2) Détail
de “la naissancede Vénus”deBoticelli, peinture sur toile (1485).3) “Cheveuxd'or”, d'EmmanuelGarant,
huilesur toile (années90).4) Extrait dela bandedessinée“Les passagersduvent” deBourgeon(années80).
5) Dessinde“Pocahontas”extrait du dessinanimédesstudiosWalt Disney (1995).6) Ichika,personnage du
mangajaponaisaniméUta Kata (années2000).

Outreleur côtépoétique,romantiqueou mêmesensuel,lescheveux sontdepuisdesmillénaires
symbolededignité,vigueureténergie dansdenombreusescivilisations: commeDalila, la Philistine
traîtressequi coupalessepttressesdeSamson,c'estpours'emparerdela forcedel'adversairequeles
Indiensd'Amériqueôtaientlescalpdeleurennemi.Dansdenombreusessociétés,la chevelurecoupée
représenteégalementuneextensionimmortellede la personne: à l'époqueoù les portraitsétaient
rares,les amantss'échangeaientdesmèchesde cheveux en bijoux, et dansles sociétéschrétiennes
du XIX e siècle- ou encoreaujourd'huichezcertainspeuplesafricains- lescheveux coupésétaient
conservésaprèsla mortsousformedereliquesouobjetscommémoratifs.
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Bien plus qu'un objet mythiquecélébrédansla peintureou dansla poésie,la chevelure (et la
manièredela porter)exprimeaussiuneépoque,dessignesritualisés,unemodevoire desidéespoli-
tiques(voir Figure2).

FI G. 2: La chevelure commetémoinde la société.De gaucheà droite : 1) Perruquedu XVIesiècle(peinture
Versailles).2) La coupeà la garçonne, miseà la modepar LouiseBrooksen 1929,et signeprécurseurdu
mouvementféministe. 3) Le blond platine, couleurde star et éternelsymbolede séductionchezla femme. 4)
Cheveuxlongsdeshippiesdanslesannées70.5) De nosjours, la modeducrânerasésévitchezlessportifset
certainsacteursmasculins(commeici BradPitt, dansOcean12).

Le lecteurintéressétrouveradans[AMB01] l'ensembledesmytheset traditionsrelatifsausacré
de la chevelure,ainsi queles différentesmodeset coutumesconcernantla manièrede secoiffer, à
traverslesâgeset lescivilisations.

La coiffure comme re�et de la personnalité

Témoind'uneépoque,d'unecivilisationoud'unemode,lachevelureestdevenuedanslessociétés
modernes,avecle développementdela cosmétique,l'objet detouslessoins.La couleurdescheveux,
leur forme,ou encorele styledecoupeadoptésontautantd'élémentsimportantsdenotrephysique
qui in�uent dansla vie detouslesjourssurla perceptionqu'ont lesautresdenous-mêmesetdenotre
personnalité.

FI G. 3: Impactd'unecoiffuresur l'apparenceglobaled'un visage( c
�

StellureStudio).

C'estdumoinscequ'enaconcluuneétuderécenteintitulée“First ImpressionsandHair Impres-
sions” 1, menéepar MarianneLaFrance,professeurde psychologieà l'Uni versitéYale, qui révèle
quedesjugementssontportéssur la personnedèsles premièressecondesd'une rencontre,et que
l'impressionlaisséereposeen grandepartiesur le stylede coiffure. Il en ressortquela chevelurea
en fait plusd'impact queles traitsdu visage.Pours'en convaincre,il suf�t de regarderla Figure3.
Il estétonnantde constaterà quel point l'encadrementd'un mêmevisagepar différentescoiffures

1Lesrésultatsdecetteétudesontcommuniquésà l'adressehttp ://www.physique.com/ca_fre/sn/sn_yale-study2.asp.
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donnel'illusion d'avoir affaireà despersonnesdifférentes,et donton peut,aupremiercoupd'oeil,
sefaireuneidéea priori de la personnalité(naturelle,séductrice,réservée,rebelle,etc.).Uneautre
étudemenéeparMarianneLafrance,appelée“Bad Hair Days” montrequele soinquel'on apporte
à sescheveux a unein�uence sur l'estime de soi, les performancesindividuelles,et le bien-êtreen
général2. Fortsdesrésultatsdecesétudesqui donnentdel'importanceàla chevelureetausoinqu'on
veutbienlui accorder, lespremiersstudiosd'essayagevirtuel decoiffures- souvent,desportailsde
fabricantscosmétiques- commencentà faireleurapparitionsurle Web 3.

Un thème de recherche en plein essor en graphique
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FI G. 4: Nombredepublicationssur la synthèsedecheveuxeninformatiquegraphique, par an.

Avecl'augmentationspectaculairedela puissancedesordinateurscesdernièresannées,lesspé-
cialistesdel'informatiquegraphiqueonten�n pus'attaquerà la synthèsedecheveluresengraphique,
jugéeirréalisableauparavant.Commele témoignela Figure4, la rechercheacadémiquedansle do-
mainea commencéà la �n desannées80,et s'estréellementdéveloppéedanslesannées90.Depuis
2000,on assisteà un véritableengouementpour la simulationde cheveux,avec quasimentchaque
annéeunnombrecroissantdepublicationseninformatiquegraphiquesurle sujet.

Parallèlement,les sociétésproduisantdeslogiciels de modélisation3D investissentde plus en
plusdansla conceptiond'outils permettantla modélisationdecoiffuresvirtuelleset l'animation de
cheveux. Parmi les logiciels les plus connus,citons 3DS MAX (ShagHair), MAYA, XSI, Poser,
Cinema4d.Tousceslogiciels intègrentdepuispeu(années2000)desoutils permettantla coiffure et
l'animationdecheveux.

Lesstudiosd'animation3D s'attaquentégalementdeplusenplusàl'animationdelongscheveux,
endéveloppantsouventleurspropresoutilsdesimulation.Aprèslesfameusesscènesdecheveuxsous
le ventdeFinal Fantasyen2000,qui ontmarquéle début desinvestissementsdesstudiosd'animation
dansla simulationdecheveux,on apudécouvrirrécemment,surlesgrandsécrans,des�lms comme
LesIndestructiblesdePixarou ShrekdeDreamworks,rivalisantdetechniquespouranimeret rendre
deslongscheveuxdela manièrela plusréalistepossible(voir Figure5). Si le rendudecheveuxaau-
jourd'hui atteintunréalismepratiquementparfait dansl'industrieducinéma,il n'enestcependantpas

2Pourplusdedétails,voir http ://test.oxfordhair.org/news/pressroomstory/37.htm.
3Voir parexemplehttp ://www.stellure.com.



2. CADREDE LA THÈSEET OBJECTIFS 11

demêmepourl'animationdecheveux.Detouslestémoignagesportantsurla fabricationdeces�lms,
il ressorttoujoursquel'animationdescheveuxdespersonnagesestl'une destâcheslesplusdif�ciles
à réaliser. DansFinal Fantasy, la simulationdes60 000cheveuxindividuelsdu personnageprincipal
avait mobilisé20%dutempsdecalcultotaldela production[Squ00].LesréalisateursdesIndestruc-
tiblesracontentquela scènedanslaquelleViolet - le seulpersonnageauxcheveuxlongsdu �lm - se
fait consolerparsamèrequi lui passeunemèchedecheveuxderrièrelesoreilles,asoulevé d'impor-
tantesdif�cultés liéesàla gestiondescollisionsentrela chevelureet la maindupersonnage[Pix04b].
Notonsd'ailleursquedansl'une despremièresscènesdu�lm, qui montrele principalprotagonisteen
traindesepasserla maindanslescheveux,lescollisionsmain/cheveunesontmêmepasdu tout trai-
tées,entraînantdesinterpénétrationsassezvisibles[Pix04a].En réalité,dansles�lms d'animations,
lescheveuxsontsouventanimésdemanièresemi-automatique,encombinantla simulationpurement
physiqueaucontrôledel'animateuret à la retouchemanuelle[Pix04b].

FI G. 5: Cheveluresde synthèseapparuesrécemmentsur les grandsécrans.De gaucheà droite : extraits de
Final Fantasy(2000),Shrek(2001),Kaena,la prophétie(2003),lesIndestructibles(2005).

Simulation pour la science capillaire

Les scienti�quesont longtempsnégligél'étude descheveux,car, contrairementaux disciplines
portantsur lesautresorganeshumains(domainecardio-vasculaireparexemple),le domainedu che-
veuneconcerneaucunepathologievitale; il neparaissaitdoncpasutile des'y intéresserd'un point
devuescienti�que.Cen'estqu'audébut du XXesièclequela sciencecapillaireacommencéàsedé-
velopper, grâceauxprogrèsdela chimieetdela biologie.Danslessociétésmodernesoùl'importance
estdeplusenplusaccordéeà l'esthétiqueet à l'image desoi, la cosmétologiea alorspris sonessor,
et aujourd'hui la sciencecapillairefait l'objet d'une recherchedepointe,réunissantdesspécialistes
detoutesdisciplinesqui étudientlespropriétéschimiques,biologiquesetmécaniquesdescheveuxet
conçoiventdesproduitspourle soinet la beautédela chevelure.

Leaderdansle domaine,la sociétéL'Oréal investitconsidérablementdansla rechercheet contri-
bueàfairesanscessereculerleslimitesdesconnaissancesscienti�ques.Deplusenplusintérésséspar
lestechnologiesnumériques,la simulationinformatiqueet la visualisation,leschercheursspécialistes
ducheveuàL'Oréal ontcontacténotreéquipederechercheeninformatiquegraphiqueEVASION �n
2002,etc'estenjuin 2003quenousavonseula chancededémarrerunecollaborationensemble,qui
s'estétenduejusqu'àjuin 2006.

2 Cadre de la thèse et objectifs

Cettethèseattaquedeuxgrandesdif�cultés antagonistesliéesà la simulationde chevelures,et
plusparticulièrementà l'animationdecheveux: d'unepart,la réductiondu coûtdecalculnécessaire
à l'animation et au rendud'une chevelurecomplète,et d'autrepart, le réalismedesonmouvement.
Dansun premiertemps,nousavonsmis enplacedenouveauxalgorithmesvisantà réduirelescoûts
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de calcul liés l'animation d'une chevelurecomplète,dansle but de parvenir à destempsde calcul
interactifs. Dansun deuxièmetemps,nousnoussommesintéressés,dansla majeurepartiede cette
thèse,audéveloppementet à la validationd'un modèleréalistedechevelurepourla modélisationde
coiffure et l'animation.Cesecondtravail a étémenéencollaborationavecBasileAudoly, chercheur
auCNRSenmodélisationmécanique,etavecleslaboratoiresderecherchedeL'Oréal.

Simulation interactive de cheveux

Lorsquecettethèsea commencé,quelquesméthodesd'animationde cheveux avaientdéjàété
proposées,donnantdebonsrésultatsvisuels.Cependant,lestempsdecalculenjeu,à la fois pour le
calculdela dynamiqueetpourle rendudesimages�nales, étaienttrop lourdspourquecesméthodes
puissentêtreutiliséesdansle cadred'applicationstemps-réelcommele jeuvidéoparexemple.Dans
cecontexte,notreobjectifétaitdetrouver desalgorithmespermettant:

– D'accélérercesméthodesd'animation,enexplorantpour la premièrefois la simulationadap-
tative dechevelures.

– De rendredesséquencesaniméesdecheveluredemanièreef�cace, enexploitant la structure
cohérentedela chevelureaucoursdu temps.

– De simpli�er la gestiondes interactionsentrecheveux, celle-ci représentantclassiquement
l'une destâcheslespluscoûteusesdansla simulationdecheveux.

Simulation réaliste de cheveux

J'ai eula chancedetravailler pendantla majeurepartiedemathèseenétroitecollaborationavec
Basile Audoly, spécialisteen modélisationmécanique,ainsi qu'avec plusieurschercheursdu Dé-
partementde rechercheavancéede L'Oréal. L'objectif de cettecollaborationtrèspluridisciplinaire,
regroupantdescompétencesenmécanique,enmodélisationphysique,ensimulationnumérique,en
cosmétologieet en informatiquegraphique,a consistéen la modélisationphysiquementréaliste(et
plus seulementvisuellementréaliste)de cheveux pour la simulationstatiqueet l'animation dyna-
mique.

Au début dela collaboration,la conceptiond'un modèlemécaniquerigoureuxdecheveuunique
dynamiquea étécon�ée à BasileAudoly. Pourma part, l'objectif était de participerà l'implémen-
tationde cemodèledansle cadred'une applicationgraphiqueet de testersespossibilités,avantde
l'étendreà l'échelledela mèche,puisdela chevelurecomplète.L'unedesprincipalesdif�cultés était
alorsla priseencomptedel'ensembledesinteractionsmisesenjeu aucoursdela simulation.Notre
but étaitdeparvenir àun modèlephysiquementréalistedechevelure,ayantlespropriétéssuivantes:

– Le modèlephysiquedevait permettrede générerle plus grandnombred'effets typiquesdes
cheveux, tout enétantparamétréparun jeu réduit deparamètresayantunesigni�cation phy-
siqueou géométriqueclaire pour l'utilisateur. Conçusuf�samment en amont,il devait être
capableaussideprédiredemanièreréalistele comportementd'unechevelurelorsquetel ou tel
paramètrephysiqueseraitmodi�é.

– Le modèledevait rendrecompteau mieux de la diversitédestypesde cheveux existantdans
le monderéel.Notamment,on souhaitaitparvenir à un modèleuniquepermettantde générer
et d'animerdescheveuxd'originesethniquesvariées,qu'ils soientlisses,ondulés,bouclésou
crépus.Nousnoussommeslimités, dansnotreétude,à la simulationdecheveluresnaturelles
(i.e. nontraitéeschimiquementni modeléesencoiffurescompliquées...).

– Mêmesi l'on nes'estpasimposéici la contraintedetemps-réel,noussouhaitionstoutdemême
quelescalculss'effectuentendestempsraisonnables(quelquesminutesaumaximumparpas
desimulation).
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3 Organisation du document

Cemémoireestdiviséenseptchapitresregroupésentrois parties.
La premièrepartie s'attachetout d'abord, au Chapitre1, à présenterl'objet naturelque l'on

chercheà modéliserici, le cheveu, avant de dresserun état de l'art sur les différentesapproches
proposéesjusqu'àaujourd'huien informatiquegraphiquepourmodéliser, animeret rendredesche-
velures.Étantdonnéquela plus grandepartiedu travail réaliséau coursde cettethèseportesur la
simulationphysiquede chevelure,nousrecensonsau Chapitre2 l'ensembledesméthodesdévelop-
péeseninformatiquegraphiquepourla simulationd'objetsparmodèlesphysiques.

La secondepartieprésentemescontributionsà la conceptiond'algorithmesef�cacespour l'ani-
mationet le rendude cheveux dansun contexte d'applicationinteractive. Le Chapitre3 explore la
simulationadaptative pour proposerun modèled'animationef�cace, capablede s'adapterautoma-
tiquementà la complexité du mouvementde la chevelureà chaqueinstant.Le Chapitre4 exploite
quant-à-luiunereprésentationvolumiquede la chevelureenmouvement,demanièreà calculertrès
rapidementlesinteractionsà la fois lumineusesetmécaniquesentrelescheveux.

En�n, la troisièmeetdernièrepartieprésentelesrecherchesmenéesautourdela simulationphysi-
quementréalistedecheveux,dansle cadredela collaborationévoquéeprécédemment.Le cœurdela
modélisationdescheveuxreposesurle modèledetigedeKirchhoff, quenousdécrivonsauChapitre5,
etdontnousproposonsuneversiondiscrétisée,appeléemodèledeSuper-Hélice. Nousappliquonsce
modèlediscretde tige physiqueà la générationdecoiffuresstatiquesréalistes,auChapitre6, avant
deproposer, auChapitre7, uneextensiondecemodèledansle casdynamique.

Nousdressonsenconclusionunbilandecestravaux,etmentionnonsuncertainnombredepistes
envisageablespourla suitedecesrecherches.
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Notations

Scalaires, vecteur s et matrices

Pourplusdeclartédansleséquations,nousprendronslesconventionssuivantes.Lesgrandeurs
scalairesserontnotéesen italique(s), lesvecteursdedimensionn � n � 1 engras(v), et lesmatrices
pardeslettresdoubles( � ), � désignantla matriceidentité.La iecomposantescalaired'un vecteurv
seranotéevi ou � v � i .

Algèbre

u � v Produitscalaireentrelesdeuxvecteursu etv
u 	 v Produitvectorielentrelesdeuxvecteursu etv




v (resp.



� ) Transposéedu vecteurv (resp.dela matrice� )

Opérateur s différentiels

Soit f unefonctionscalairedesvariablesx1 �������
� xn.
df
dxi

Dérivéetotaledela fonction f parrapportà la variablexi

(touteslesautresvariablessupposéesdépendantesdela variablexi)
¶f
¶xi

Dérivéepartielledela fonction f parrapportà la variablexi

(touteslesautresvariablessupposées�x es)
grad f Opérateurgradient,� grad f � i �

¶f
¶xi

df
dt ou �f la dérivéetemporellede f

Grandeur s mécaniques

Lesgrandeurshomogènesàuneénergie serontnotéesà l'aide delettrescalligraphiques(U).
g Vecteurgravité
r Massevolumique
E Moduled'élasticité(moduled'Young)
µ Moduledecisaillement
n Coef�cient dePoisson
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CHAPITRE 1

Cheveux : du réel au numérique

Allons cherchernosimagesdansl'oeuvredeceux
qui ont le pluslonguementrêvéet valoriséla ma-
tière: adressons-nousauxalchimistes.

GASTON BACHELARD

L'air et lesSonges

ES CHEVEUX intéressent,intriguentoupassionnentdenosjoursungrandnombre
descienti�quesspécialisésdansdesdomainestrèsdivers.Si lesbiologistes,chi-
mistesou physicienscherchentà comprendrela natureet les propriétésfonda-
mentalesdescheveux, les cosmétologuesmettentau point desproduitspour les
embellir ou modi�er leur apparence,tandisqueles informaticiensen graphique
tententdesimulerleurcomportementdemanièreréalisteou entemps-réel.

Grâceà la richessedescollaborationsmenéesau coursde cettethèse,avec desconcepteursde
jeux vidéo, desphysiciensou encoredescosmétologues,nousavons pu explorer diversdomaines
danslesquelsle cheveuestétudiédeprès,etainsiacquérirunevisionassezlargesurcetobjetnaturel,
pour�nalementdécouvrirlesmultiplesfacettesdela recherchescienti�quedontil estaucœur.

Cetétatdel'art s'attachedansunpremiertempsàdécrirelespropriétésstructurellesetphysiques
du cheveu.Nousabordonsensuitele domainede la cosmétologie,avantdepasseren revue lespré-
cédentsmodèlesnumériquesdecheveuxdéveloppésen informatiquegraphique,soit dansun but de
réalisme,soit dansle cadred'applicationstemps-réel.Cetélargissementdesvuesestselonnousin-
dispensablepour bien mettreen évidencele cadretrèspluridisciplinairedanslequelseplacecette
thèse,et pourmontrercommentlesdifférentsdomainesabordéspeuventsecompléter, et concourirà
remplir lesobjectifsquenousnoussommes�xés.
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1 La nature des cheveux

Selonle dictionnaire(le PetitLarousse),le motcheveuestdé�ni commetel :
Cheveun. m.XIesiècle. Du latin capillus,« cheveu». Poil qui poussesur le crânedel'homme.
Si le poil estunestructurecaractéristiquedesmammifères,essentiellementdestinéeàprotégerdu

froid oudelachaleur, le cheveuestbienpropreàl'espècehumaine.Eneffet, contrairementaupoil des
animaux,le cheveuhumainnecomportepasoupeudemœlle,responsabledela thermorégulationde
l'organismedel'animal grâceà sescapacitésisolantes.La chevelureest-elleapparueenraisondela
statureverticaledel'homme,oubiencommeuneprotectionnaturelleetnécessaireducrânehumain?
Enréalité,lesraisonsetle rôlebiologiquesexactsdelachevelurehumainedemeurentencoreinconnus
denosjours.

Nousne décrironspasici de manièreexhaustive toutesles propriétésphysiques,biologiqueset
chimiquesdescheveux,maisseulementcellesqui nousintéressentpour la simulationdu rendu,de
la forme statiqueet de la dynamiqued'une chevelure.Nous invitons donc le lecteurintéressépar
davantagededétailsà seréférerauxsourcescomplètessur le sujet[Rob02,Gra97,AMB01,L'O05],
donts'inspirecetétatdel'art.

1.1 Les différents types de cheveux dans le monde

FI G. 1.1: Lestrois grandstypesdecheveuxdansle monde. De gaucheà droite : cheveuxasiatiques,cheveux
caucasienset cheveuxafricains.Pour chaquecatégorieestdonnéeunevuetransversaled'un cheveu(grossi
environ400fois),unevuedescheveuxencoupe, et l'implantation descheveuxsur le cuir chevelu( c

�

L'Oréal).

La formenaturelledescheveux esttrèsvariabledansle monde,en fonctiondesindividus et de
leursoriginesethniques: le cheveupeutêtrenaturellementraide,ondulé,bouclé,friséoucrépu,tandis
quesasection,plusou moinselliptique,a un diamètremoyenpouvantêtrecomprisentre45 et 100
microns.Cesdifférencesvarientdemanièrerelativementcontinueentrelesdifférentspeuplesde la
planète,maisl'on peutcependantdistinguerschématiquementtrois grandescatégoriesde typesde
cheveuxdansle monde[AMB01] : lescheveuxasiatiques,africains,et caucasiens.

– Lescheveuxasiatiquessontgros,réguliers,desectionpratiquementronde,généralementdroits.
Ils sontimplantésperpendiculairementsurle dessusdela tête.Leurcouleurestnoire.

– Lescheveux africainssontirréguliers,trèsfriséset vrillés. Leur sectionesttrèselliptique,et
ils poussentquasimentdemanièreparallèleaucuir chevelu. Leur couleurestessentiellement
noire.

– Lescheveuxcaucasiensreprésententl'intermédiaireentrelesdeuxcatégoriesprécédentes.Pré-
sentsmajoritairementchezlesdescendantsdesancêtreseuropéens(Europe,AmériqueduNord,
etc.),ils peuventavoir uneformetrèsvariable,allantderaideà trèsfrisée.Leursectionestune
ellipseplus ou moinsaccentuée,et ils sont implantésde manièreobliquepar rapportau cuir
chevelu.Leur couleurestégalementtrèsvariable,puisqu'ilspeuventprendretouteslesteintes



1. LA NATUREDESCHEVEUX 21

allantdu blondtrèspâlejusqu'aunoir profond.
La Figure1.1 et le Tableau1.1 illustrent cespropriétéset fournissentdesélémentssupplémen-

tairesdecomparaisonentrecestrois typesdecheveux,tirésde[AMB01] et [Hrd73].

Asiatique Caucasien Africain

Diamètremoyen(µm) 95 80 76
Nombremoyend'écaillesparmm 31 29 35
Présencedevrilles localisées(discontinui-
tésencourbure)

aucune aucune oui

Courburegéométriquemoyenne(cm�

1) 0,05 0,2 7
Régularitédefrisure parfaite variable trèsirrégulière
Torsion aucune peu beaucoup
Rapportmoyenentrela longueurréelledu
cheveuetsalongueurapparente

1 1,2 3

TAB. 1.1: Quelquespropriétés géométriquesdu cheveu, en fonction du groupe ethnique d'apparte-
nance[Hrd73,FHB� 03].

Lesscienti�quesont remarquéqu'il existait uneforte corrélationentrela frisure, le diamètreet
l'ellipticité d'un cheveu : les groscheveux (de type japonaispar exemple)ne sont jamaisbouclés
à l'état naturel; lescheveuxbouclésont quant-à-eux,généralement,unesectionelliptique,maisles
cheveuxlesplusfrisésnesontpasnécessairementceuxqui ont la sectionla pluselliptique[Hrd73].

Au vu de leurs mesuressur le cheveu dansles différentespopulationsdu monde,les anthro-
pologueset les cosmétologuesrépertorientet classentles différentstypesde cheveux de manière
beaucoupplus �ne quepar lesseulsgroupesasiatique,caucasienet africainquenousavonsprésen-
tés [Hrd73,SKHK95]. Toutefois,dansle cadrede notreétude,la classi�cation du type de cheveu
seloncestroisgrandsgroupesethniquesserasuf�sante.

1.2 Répar tition des cheveux sur le crâne

Densité capillaire

Unechevelurehumaineestcomposée,enmoyenne,de100000à150000cheveuximplantésseuls
oupargroupesdedeuxou troisdansle cuir chevelu.Le nombretotaldecheveuxsurunetêtedépend
de plusieursfacteurs: le diamètreet la couleurdu cheveu, l'origine ethnique,l'âge de la personne
et la prédispositiongénétiqueà perdreou nonsescheveuxprématurément.La densitécapillaire(en
moyenne200 à 300 cheveux par centimètrecarré)estdoncvariabled'une personneà l'autre, mais
aussid'une régiondu cuir chevelu à l'autre chezun mêmeindividu (engénéral,la densitécapillaire
estplusfortesurle dessusducrânequeprèsdestempes).

Motifs capillaires

Chezlespersonnesdegroupecaucasienprésentantdescheveuxraideset courts,il estcourantde
remarquerdesmotifs forméspar la chevelure.Cesmotifs capillairessontdusaufait que,contraire-
mentaucheveuasiatiquequi poussedroit surla tête,le cheveucaucasienpoussedemanièreoblique
par rapportau cuir chevelu. Dansle casde cheveux courtset lisses,le plan et l'angle d'implanta-
tion du cheveudéterminentla directiondu cheveusurle crâne.Parfois,cesdirectionsd'implantation
peuventvarierassezfortementsurunmêmecuir chevelu,d'où l'apparitiondemotifscapillaires(no-
tonsquelescheveuafricainsonttrop friséspourpouvoir présenterdetelsmotifs).On observe ainsi
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assezsouventsurlescheveuxcoiffésenbrossedesmotifsenformedespiraleissued'un pointcentral
situéprèsdu vertex (sommetdu crâne).En général,cesspiralestournentdansle sensdesaiguilles
d'une montre[Gra97].La Figure1.2 illustre cephénomène,bienconnudescoiffeurs,cardanscer-
tainscasil provoquel'apparitiondemèchesrebelles,et rendalorsla cheveluretrèsdif�cile à coiffer.
Lesscienti�quesauraientrécemmentdécouvert qu'un gènepourraitêtreresponsablede la présence
ou nondemotifscapillaires1.

FI G. 1.2: Motifs capillaires.De gaucheà droite : 1) Motifs enformedespirale issuedu vertex, chezun jeune
enfant.2) Mêmesmotifssur descheveuxplus longs( c

�

J. Gray). 3) Motifs sur le front, causantl'apparition
d'unemècherebelle.

1.3 Structure d'un cheveu

Le cheveuestcomposédedeuxpartiesprincipales: la tige, seulepartievisible (etmorte)duche-
veu,et la racine,appeléefollicule pilleux, partievivantedu cheveu encastréeprofondément(4 mm)
dansle cuir chevelu. Le follicule pileux est le sièged'une intenseactivité biochimiqueet métabo-
lique qui conduitaudéveloppementet à la croissancede la tige pilaire. En effet, contrairementaux
végétaux,la poussedu cheveus'effectueparsabase.

Le follicule pileux, synthétiseur de kératine

La Figure1.3 illustre un follicule pileux vu en coupe.La papille dermique,situéeà la basedu
follicule pileux,régit lescyclesdecroissanceducheveuainsiquelesdimensionsdu follicule etdela
tige pilaire. Le bulbe pilaire estla zonedeproliférationdu follicule pileux. Au fond dece bulbe se
trouventdeuxtypesdecellules: leskératinocyteset lesmélanocytes.Cesderniersvontsynthétiserle
pigment,appelémélanineet le transférerà la tigepilairequi vapousserpigmentée.La tigepilaireest
ainsi forméeaucentredu follicule pileux parmaturationdeskératinocytesqui vont trèsrapidement
synthétiserles kératineset sedurcir, perdreleur activité biologiqueet mourir. Une fois arrivéeau
niveaudu canalsébacé,la tigeestlibéréedesgainesqui l'ont étroitementenserrée,et sortensuitedu
cuir chevelu.Lesglandessébacées,chargéesd'unesubstancegrasseappeléesébum,ontpourrôlede
lubri�er naturellementle cheveu à sasortiedu cuir chevelu. Chezl'homme commechezla femme,
la sécrétionde sébum dépendfortementde la quantitéd'hormonessexuellesmâlesproduites.Une
hyper-activité desglandessébacéesprovoquele phénomèneconnusousle nomde“cheveuxgras”.

La tig e pilaire , par tie visib le et iner te du cheveu

La tige, ou �bre capillaire,estun long tubeplein desectionelliptique,essentiellementconstitué
paruneprotéine�breuse,insolubleet trèsrésistante,la kératine. La tigesecomposedetroiscouches

1Voir l'article à l'adressehttp ://news.bbc.co.uk/1/hi/health/3745979.stm.
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FI G. 1.3: Schémad'un follicule pilo-sébacé( c
�

Idépour I-marginal).

concentriques,qui sont,depuisl'intérieur versl'extérieur:
– La mœlle,appeléeaussicanal médullaire ou encoremedulla, colonnecentrale,intermittente

voire absente,peuou paspigmentée,dont le rôle précischezl'Homme resteencoreinconnu
(chezl'animal, le canalmédullaireprésenteunestructurealvéoléeresponsabledespropriétés
dethermorégulationdespoils).

– Le cortex, véritablecorpsde la �bre, représentant90 % desonpoidstotal. Formédecellules
rempliesdekératine,le cortex confèreà la �bre despropriétésphysiquesetmécaniquesremar-
quables.C'est égalementdansle cortex quel'on trouve lesgrainsde mélanine,responsables
dela couleurdescheveux.

– La cuticule, l'enveloppeprotectricedu cheveu,composéedecellulescornéesnonpigmentées
appeléesécailles. Cesontdescellulesplatesrectangulaires,disposéessur la tige à la manière
destuilesd'un toit avecdesrecouvrementsmultiples.Leur bordlibre estorientéversla pointe
du cheveu(voir Figure1.4).Notonsquec'estdu bonétatdela cuticulequevont dépendreles
qualitésdebrillance,dedouceur, defacilitédepeignageou dedémêlagedescheveux.

Il faut bien noterque la �bre capillaireestdé�niti vementconstruite: une fois formée,elle ne
reçoit plus aucunapportdestissusvivantsqui l'ont fabriquée.Exposéeau soleil, à l'humidité, à la
pollution,etc.,elle subitcontinuellementdesagressionsextérieures,et vieillit donccommes'useun
matériau(voir Figure1.14).

Deplus,la plupartdespropriétésnaturellesdela tige,géométriquesoumécaniques,sontacquises
exclusivementà partir dela racine.En particulier, deschercheursencosmétologieont montréquela
frisurenaturelledela tigepilaireétaitprogramméeàpartirdubulbepileux(etnonàpartirduderme).
L'ellipticité du cheveu sembleégalementêtredéterminéepar la racine,et plus particulièrementpar
l'épaisseurdesgainesentourantle follicule pileux : deschercheursont en effet observéquecette
épaisseurn'était passymétriquedansle casdecheveuxafricains.La gaineexterneétantplusépaisse
surla faceconcave dela courbure,elleexerceraitalorsuneplusgrandepressionsurla tigeenforma-
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FI G. 1.4: Structure du cheveu,observéeau microscopeélectroniqueà balayage, à divers grossissements.De
gaucheà droite : 1) Poussedescheveuxsur le cuir chevelu(image extraite de[Gra97], grossissement� 100).
2) Structuredela cuticuleenécaillesd'un cheveu,orientéecommesur l'imagedegauche: la pointeestdirigée
vers le haut(image extraite de[Rob02],grossissement� 1000). 3) Vueencoupedu cortex et de la mœlle(au
centre)d'un cheveu( c

�

L'Oréal, grossissement� 1000).

tion; celle-ci,encorepeurigideet malléableàcestade,adopteraitalorsuneformeelliptique,qu'elle
conserverait unefois rigidi�ée 2. On peutainsi considérer, schématiquement,quela géométriede la
tige pilaire estforméeparextrusionà partir dela racine,et qu'elle restedoncrelativementconstante
le long de la tige. En réalité,celaestsurtoutvrai pour lescheveuxréguliersdu typeasiatique.Chez
lescheveuxfortementelliptiques,detypeafricainparexemple,il aétéobservéquel'ellipticité n'était
pastoujourshomogènele long du cheveu.De plus,dansle casdecheveuxafricainstrèscrépus,des
défautsmorphologiqueslocalisés,souventappelésvrilles, ont étéobservés,et semblentprovenir de
variationsbrutalesde la courbure de la tige. Cesdéfautsne serontpaspris en comptedansnotre
modélisationphysiqueprécisedu cheveu,décriteauChapitre5.

1.4 Croissance et cycle pilaire

Un cheveupousseenmoyenned'environ 0,3à0,5mmparjour, soitenviron 1 à1,5cmparmois.
Le cheveu ne croît pasde façoncontinuependanttoutela vie, maispar cyclessuccessifsau cours
desquelsil pousse,régresse,tombe,puisrepousse,et ceindépendammentdescheveuxvoisins; c'est
cequ'on appellele cyclepilaire, qui renouvelle le cheveuentrois phasessuccessives:

– La phasedecroissance,appeléeanagène, durantlaquellele cheveuestfabriquéparle follicule
pileux. La phaseanagènedureenmoyennetrois anset concerneà tout momentenviron 85 à
90 % descheveux.

– La phasede régression,dite catagène, pendantlaquellele follicule pileux estau reposet ne
fabriqueplus de cheveu.Durantcettephase,la basede la tige prendla formed'une massue,
et l'ensembledu follicule pileux serétracteversla surfacedu cuir chevelu.La phasecatagène
dureenmoyennetroissemaines.

– La phasedechute,dite télogène, caractériséeparl'absencetotaled'activité cellulaire.Le che-
veuencoreenplaceestalorsnaturellementéliminélorsdesbrossagesoudesshampooings.La
phasetélogènedureenmoyennetrois mois,et concerneà tout momentenviron 10 à 15 % des
cheveux.

Aprèsunelatencededeuxàcinqmois,à la suited'un stimulusencoreinconnu,le follicule pileux
entredansunenouvelle phaseanagène,redescenddanssaposition initiale, et produit un nouveau
cheveu: un nouveaucycle commence(voir Figure1.5).

A l'état normal,la chevelures'allonge,carl'immensemajoritédescheveuxestenphasedecrois-
sance; de plus elle gardeunedensitéconstante,ceci étantgarantipar le fait queles cyclespilaires

2Source: article“Le secretdeschevelures”,http ://www.ledevoir.com/2003/10/04/37640.html ?248
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FI G. 1.5: Lesdifférentesphasesducyclepilaire (�gur e tiréede[Gra97]).

associésà chaquefollicule pileux sedéroulentde manièreindépendante,et donctotalementasyn-
chrone.

Les follicules pileux sontprogramméspoureffectuer20 à 30 cyclespilairesaucoursd'une vie,
maisil arriveque,pourdesraisonshormonales,génétiquesouphysiologiques,le processussedérègle
et entraînela chuteprogressive descheveux,phénomèneappeléalopécie.

1.5 Propriétés physiques du cheveu

Nousprésentonsdansla suitequelquespropriétésphysiquesdu cheveu, qui nousserontutiles
poursimulerle mouvementet l'apparencedecheveuxà l'échellemacroscopique.Si l'étudedespro-
priétésmécaniquesducheveuestessentiellepourpouvoir simulerultérieurementla formeet le mou-
vementd'unechevelure,la connaissancedespropriétésoptiquesdu cheveupourras'avérertrèsutile
pourreproduireleseffetsdelumièreseproduisantauseind'unechevelure.L'action del'eau sur les
cheveux nousintéresseégalementpourêtrecapabledesimulerdessituationscourantesdecheveux
mouillés(pluie,mouillageavantla coupedecheveux,etc.).

Propriétés mécaniques du cheveu

Le Tableau1.2répertorielesparamètresmécaniquesimportantsducheveu.

Moduled'élasticité(moduled'Young) 0,1- 3 GPa
Coef�cient dePoisson 0,3- 0,48
Massevolumique 1,3g � cm3

TAB. 1.2: Propriétésmécaniquesducheveuà sec.

C'est principalementle cortex, constituéde kératine,qui confèreà la tige pilaire sespropriétés
mécaniquesremarquables.Celles-cisontle plussouventévaluéespar la techniqued'extensiométrie,
qui consisteà appliquersur le cheveu une force de traction lenteet régulière,de l'ordre de 1 cm
parminute[AMB01]. En mesurantl'allongementdu cheveu en fonctionde la contrainteappliquée,
et en notantl'instant de cassure,on en déduit la loi de déformationdu cheveu, et sarésistanceau
chargement.Lescourbesobtenuesprésententunepremièrezonequasi-linéairecorrespondantà la dé-
formationélastiqueducheveu,suivie d'unezonededéformationplastique,jusqu'aupointderupture.
Il fautnoterquecescourbes,et enparticulierl'endroit du point derupture,dépendentfortementdu
groupeethniqued'appartenanceducheveu: eneffet, il fautappliqueruneforcedetractionde1000N
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FI G. 1.6: Soliditéremarquabledu cheveu,conféréepar lespropriétésde la kératine. De gaucheà droite : 1)
Illustration du conteRapunzeldesfrèresGrimm,danslequelunejeune�lle enferméeau sommetd'une tour
peutrecevoir la visite de sonbien-aimégrâceà sa longuechevelure blonde, qui sert de corde. 2) Publicité
Garnier vantantla résistancedescheveux( c

�

Garnier). 3) Mesure despropriétésmécaniquesdu cheveupar
extensiométrie( c

�

L'Oréal).

environ pourcasseruncheveud'origineasiatique,qui s'allongeraenmoyennede55%,tandisqu'une
forcede600N suf�ra à casserun cheveuafricain,qui nes'allongeraquede40%enmoyenne.Cela
con�rme bienla soliditédu cheveuasiatique,et la fragilité du cheveuafricain.Notonsquele module
detractiondu cheveuconstitueunebonneapproximationdesonmodulede�e xion.

Dansle cadrede notreétude,où les cheveux serontuniquementsoumisà leur proprepoidset
éventuellementà desforcesrelativementfaiblesimposéesà leur racines,on pourraconsidérerquele
cheveu,matériautrèsrigide,resterainextensibleaucoursdu mouvement.Parcontre,étantdonnéesa
sectiontrès�ne, il serasoumisà d'importantesdéformationsen�exion, ainsiqu'à desdéformations
nonnégligeablesentorsion.

En�e xion,onpeutremarquerqu'uncheveuatteintunelimite àpartirdelaquelleil nepeutplusse
plier. Il seproduitalorsuneinstabilitédansle comportementducheveu: celui-cisortbrusquementdu
planet tournesur lui-même.Ceciestdû aufait qu'à partir d'un certainniveaudecontrainteimposé
en�e xion, la con�gurationducheveuen�e xion purepossèdeuneénergiepotentielleplusgrandeque
la con�gurationentorsion,qui “ramène”le cheveudansunepositionplusnaturelle,et “soulage”la
déformationsubie.Ceciexpliqueégalementpourquoilesbouclesnaturellesdecheveunesontjamais
planaires,et suivent plus ou moins la forme d'une anglaise(anglaiseserréepour les cheveux très
bouclés,relâchéepour lescheveuxdits “ondulés”).Notonsquece typed'expériencessur la �e xion
du cheveu peutêtreréaliséparsoi-même,trèssimplement,surun cheveu uniqueou surunemèche
�ne (voir Figure1.8, à droite).Ce genred'instabilité du cheveu seraà nouveaumis en évidenceà
travers les équationsmécaniquesde Kirchhoff pour les tiges,décritesau Chapitre5, et dont on se
servirapourconstruirele modèlephysiqueréalistedecheveu.

Encequi concernelespropriétésdefriction ducheveu,onpeutnoterquele frottementducheveu
estbeaucoupplus importantlorsqu'il y a déplacementdansle senspointe-racinequedansle sens
inverse,àcausedela présencedesécailles.Malheureusement,trèspeudedonnéesquantitativessont
connuesà l'heure actuelleconcernantle coef�cient defrottementcheveu-cheveu, lesmesuresdece
paramètrerestanttrèsdélicates.
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FI G. 1.7: Contrainteexercéeentractionsur le cheveuenfonctiondesadéformation[FHB � 03]. Troiscourbes
ont étéobtenues,pour les trois typesdecheveu: asiatique, caucasienet africain. Le cheveuasiatiquemontre
uneplus granderésistanceà la traction que les autrescheveux,tandisque le cheveuafricain, très fragile,
présenteunpointderupture trèsviteatteint,probablementà causedesvrilles localiséesdecetypedecheveu.
Le moduled'Youngdu cheveuestla pentede la courbeenzoneélastiquelinéaire. Le cheveucaucasiena en
moyenneunmoduled'Youngplusélevéquelesdeuxautresgroupesethniques.

FI G. 1.8: Miseenévidencedu comportementnonlinéaire descheveux.À gauche: �ambage d'une mèchede
cheveuxpar desoscillationsverticales.À droite : mèche de cheveusoumiseà deuxforcesopposéesaxiales
croissantes(a), provoquanttoutd'abord uneinstabilitéen�exion (b) puisentorsion(c).

Propriétés optiques

La compositionet la structuremicroscopiquedescheveux jouentun rôle prédominantvis-à-vis
deleurapparencevisuelle.

La �bre capillairepeutêtreconsidéréecommeunmilieu translucide,d'indicederéfractionconstant
égalà 1,55[Rob02].Commenousl'avonsvu précédemment,c'est le cortex dela �bre capillairequi
contientles grainsde mélanine,responsablesde la couleurdescheveux. Deux typesde mélanine
existent: la plusfréquenteestl'eumélanine,qui colorelescheveuxdu blondaubrun,enfonctionde
la quantitédepigmentsprésentsdansle cortex ; moinscourante,la phæmélanine,decouleurjauneou
rouge,setrouve en majoritéchezles roux. Cespigmentsabsorbentla lumièreréfractéeà traversle
cheveu,et doncplusuncheveuestpigmenté,plusla quantitédelumièreabsorbéeestimportante.
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La structureparticulièredela surfacedu cheveu,composéed'écaillesqui serecouvrentpartielle-
ment,aunein�uence trèsimportantesurla manièredontle cheveuinteragitavecla lumière.Comme
pouruncylindresemi-transparent,uneportiondela lumièreseré�échit directementsurla surfacede
la �bre (ré�exion spéculaire,de la couleurde la lumière),tandisqu'uneautrepénètreparréfraction
à l'intérieur dela �bre où elleestabsorbée,puisrestituéeenpartieversl'extérieur(ré�exion diffuse,
coloréeparlespigmentsdela �bre). Mais à la différencedu cylindreparfait, la présencedesécailles
surla surfacedela �bre dévielégèrementlesrayonslumineuxré�échis (phénomènededispersion).

Plusieurséquipesde recherche[SGF77,GGL87,Rob02,MJC� 03] ont mesuréla ré�exion des
rayonslumineuxsur les cheveux, à l'aide d'un photo-goniomètre.Un modèleoptiquede cheveu,
construitàpartirdescourbesgoniophotométriques,aétéinitialementproposéparStammetal. [SGF77].
Il estillustrésurla Figure1.9.

FI G. 1.9: Modèleoptiqued'un cheveu,proposéà l'origine par [SGF77], puis repris par divers travauxen
physiqueducheveu[GGL87], et récemmenteninformatiquegraphique[MJC � 03]. Imagetiréede[MJC � 03].

Cemodèleretientunecomposanteentransmission,et troiscomposantesenré�exion comprenant
la ré�exion spéculaire,la ré�exion interne(aprèsun passagedesrayonsdansla �bre), et la ré�exion
diffuse(incluant le restedesrayonslumineuxabsorbéspar la �bre et qui en ressortentdu côtéde
la lumière).A causedesécailles,la ré�exion spéculaireet la ré�exion internesuiventdesdirections
différentes,et produisentdespicsderé�exion séparés,nettementvisiblessur lescourbesgoniopho-
tométriques.La ré�exion spéculairecorrespondau re�et primairede la chevelure(de la couleurde
la lumière),et la ré�exion interneaure�et secondairedela chevelure(dela couleurdu cheveu).Ces
deuxtypesdere�ets sontillustrésparla Figure1.38,àdroite.Lesexpériencesmontrentquemoinsle
cheveuestpigmenté,plus la ré�exion diffuseestimportante.En effet, commementionnéplushaut,
une�bre fortementpigmentéeabsorbebeaucoupplusla lumièrequ'une�bre peupigmentée,qui ré-
émetla lumièrereçuesousformediffuse.Cespropriétéssontutiliséesencosmétologiepourétudier
la brillanced'unechevelure(voir Section2.2).
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Effets de l'eau

Si l'on veut simulerdansla suiteunecheveluremouillée,pour desapplicationsde coupeet de
coiffure parexemple,il estnécessairedeconnaîtreet debiencomprendrelesphénomènesphysiques
qui seproduisentlorsqueles cheveux sonten contactavec l'eau. Le cheveu esten effet perméable
à l'eau, et peutabsorberjusqu'à40% de sonproprepoidsen eau.Cetteabsorptiond'eaucauseun
changementimportantdespropriétésgéométriques,mécaniquesetoptiquesdu cheveu.

Pourétudierl'impact de l'eau sur le cheveu, lesphysiciensobservent l'évolution despropriétés
capillaires(longueur, diamètre,moduled'élasticité,etc.)enfaisantvarierl' humiditérelativeambiante
(souventabrégéeHR). L'humidité relative de l'air estmesuréecommele rapportentrela densitéen
vapeurd'eauprésenteet la densitéde vapeuren saturation(connuepour unetempératuredonnée).
Unehumiditérelativede0%corresponddoncàunair parfaitementsec(conditionidéale,qui n'existe
pasdansla réalité),et une humidité relative de 100% à un air saturéen eau.Des courbes,tirées
de[Zvi86,BW05], et montrantl'évolution dediversparamètresdu cheveu(repriseeneau,longueur,
diamètre,modulesd'élasticité)enfonctiondel'humidité relative,sontprésentéessurla Figure1.10.

Sousl'ef fet de l'humidité, le cheveugon�e demanièreanisotrope: sondiamètrepeutsubirune
augmentationmaximalede 15% environ, tandisquesa longueuraugmenteau maximumde seule-
ment2%. De plus, les liaisonshydrogènede la kératine,ditesliaisonsfaibles, majoritairementpré-
sentesdansla kératine,secassentaucontactdel'eau, affectantainsifortementla rigidité du cheveu.
Commeonpeutle voir surlescourbesdela Figure1.10,lesmodulesd'élasticitéducheveuentraction
et en �e xion diminuentd'un facteur4, tandisquele moduleentorsiondiminued'un facteur10. Le
cheveumouilléestdoncbeaucoupplusdéformablequele cheveusec.Lorsquele cheveusècheànou-
veau,les liaisonshydrogènesereforment,redonnantaucheveusaformenaturelle.En fait, mouiller
un cheveu revient à accélérerles relaxationsdu matériau,et doncsonretourà saforme initiale. Un
cheveunaturellementraide,et frisé parunemiseenplis (n'affectantquelesliaisonshydrogènedela
kératine),redeviendraplusrapidementraidelorsqu'onle mouille.Demême,un cheveufrisénaturel-
lement,et lisséparun brushing,redeviendraplusrapidementfrisé aucontactde l'eau. Pourobtenir
un frisageou un lissagearti�ciel durable,qui “tienne” notammentà l'eau, il fautagir surlesliaisons
internesfortesde la kératine(liaisonsdisulfures),qui nepeuventêtremodi�ées quepar traitements
chimiques(permanente,défrisage).

L'aspectvisueld'unecheveluremouilléeestégalementtrèsdifférentd'unechevelureàsec: celle-
ci apparaîtbeaucoupplusfoncée,plusluisanteetmoinsvolumineuse(voir Figure1.11).La couleurdu
cheveufonceeffectivementbeaucouplorsquele cheveuestmouillé : onobserve unassombrissement
de21%pourlescheveuxchâtains,etde52%pourlescheveuxblonds.L'augmentationdela brillance
n'est pasdueà unemeilleureré�exion spéculaire,maisà unediminutionde la ré�exion diffuse: le
matériaumouillédevientplushomogène,sonindicederéfractiondiminue,et toutsepassecommesi
l'eau gainaitextérieurementle cheveu,empêchantla lumièrederessortir. Ainsi, enprésenced'eau,
la brillancedescheveux châtainsaugmentede 29% et celle descheveux blondsde 259%.Notons
égalementquelorsquele cheveu estmouillé, sesécailless'écartentlégèrement,maissonellipticité
ne varie presquepas.En�n, la pertede volume d'une cheveluremouilléeestcauséepar la nature
cohésive del'eau : lescheveuxmouillésvont secoller lesunsauxautres,et doncla teneurenair de
la chevelurevadiminuer.

L'humidité estdoncun facteurqui modi�e beaucouples propriétésmécaniqueset optiquesdes
cheveux.Aussi,dansles laboratoiresde miseau point de produitscapillaires,les expériencesphy-
siquessur lescheveux s'effectuenttoujoursdansuneatmosphèrecontrôlée.Nousdécrironsdansla
suitequelquesunesdecesexpériences.
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FI G. 1.10: Évolutiondesparamètresgéométriquesetmécaniquesducheveuenfonctiondel'humidité relative
ambiante[Zvi86,BW05] : a) repriseeneaudu cheveu; b) augmentationdesa longueuret desondiamètre;
c) diminutiondesmodulesd'élasticitéentraction(moduled'Young),en�exionet entorsion( c

�

L'Oréal).

2 Cosmétologie : soin et traitements du cheveu

L'adjectif cosmétiqueprovientdugreckosmêtikosqui signi�e : « relatif àla parure».Lesproduits
cosmétiques(égalementappelésproduitsde beauté)servent à entreteniret à embellir la peau,les
cheveuxou la barbe.La cosmétique(appeléeégalementcosmétologie) estl'étudedela composition,
de l'emploi desproduitscosmétiques,et de leurseffetssur l'organisme.Elle désigneégalementles
techniquesdefabricationdesproduitsdebeauté.



2. COSMÉTOLOGIE: SOINET TRAITEMENTSDU CHEVEU 31

FI G. 1.11: Comparaison entre des cheveux réels secs,et les mêmescheveux mouillés (images tirées
de[Gra97]).

2.1 L'industrie cosmétique

De nos jours, l'industrie cosmétiquereprésenteun marchéénorme,en pleine expansion.En
Franceparexemple,le marchécosmétiquesechiffrait en2003àsix milliardsetdemid'euros,dontun
quartpour la consommationdeproduitscapillaires(source: institut nationalde la consommation3 ).
En2004,le chiffre d'affairedansla branchecosmétiquedeL'Oréal, leadermondialdumarché,s'éle-
vait à plus de 14 milliards d'euros,dont prèsde 6 milliards pour les produitscapillaires,répartis
environ à 60 % pour le soin et la forme du cheveu et à 40 % pour la coloration(voir Figure1.12).
Précisonsdeplusquelesdeuxtiersdesproduitscapillairesétaientdestinésaugrandpublic,et le reste
auxprofessionnelsdela coiffure (source: http ://www.loreal-�nance .com).

Soin du cheveu (24.9%)

Coloration (17.2%)

Soin de la peau (22.8%)

Maquillage (21.4%)

Parfums (10.4%)

Autres (3.2%)

FI G. 1.12: Répartition en 2004 des parts de marché de L'Oréal, par métier (source : http ://www.loreal-

�nance .com)

La cosmétiquecapillairerépondàdeuxtypesd'attentedela partdesconsommateurs:

1. L' hygièneetlesoinducheveu,dontlebut consisteàconcevoir desproduits(shampoings,après-
shampoings,démêlants,etc.)qui réparentlescheveuxabîmés,ou lesprotègentdesagressions
quotidiennestellesquela pollution, le soleil, l'humidité, le stress,etc.

2. La modi�cation del'apparencedescheveux,qui comprend:

3http ://www.conso.net.
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– La modi�cation de la formedescheveux, de manièretemporaire(gel, laque,mousse)ou
permanente(défrisage,permanente).

– La modi�cation dela couleurdescheveux,demanièretemporaireou permanente(diverses
techniquesdecolorationexistent).

Le fait de transformerl'apparencedesescheveux peutêtremotivé pardiversesraisons,mais
danslessociétésmodernes,il s'agitprincipalementdeluttercontrele vieillissement(coloration
descheveuxblancsparexemple),oubiendesuivreunemode(décolorationdescheveux,frisage
ou défrisage,etc.).

En amontdela fabricationdesproduitscapillaires,unepart importantedetravail danslessocié-
tésdecosmétiqueestgénéralementconsacréeà la recherchesur le cheveu(pour le groupeL'Oréal,
celaconcernechaqueannéeenviron 3 % du chiffre d'affaire), et à la miseau point trèscontrôlée
denouveauxproduitscosmétiques.Dansleslaboratoiresderechercheet dedéveloppement,cespro-
duits sontconçuset testésen applicationà descheveux individuelsou à desmèchesstandardisés,
ensuivantdesprotocolestrèsrigoureux.Unefois développés,cesnouveauxproduitscapillairessont
testésin vivo par desexpertsdu cheveu, qui véri�ent leursperformances“grandeurnature”.Si les
objectifssontremplis,on autorisealorsl'industrialisationdecesproduitsà grandeéchelle,puisleur
commercialisation.

Nousavonscollaborépendanttrois ansavec le DépartementdeRechercheAvancéedeL'Oréal,
spécialisédansl'étudeet la mesurescienti�quedespropriétésdescheveuxetdela peau.La recherche
effectuéeparceDépartementsesitueenamontd'unerechercheplusappliquéevisantàconcevoir des
produitscosmétiques.Dansla suite,nousdécrivonsla méthodologiesuivie danslesLaboratoiresde
RechercheAvancéepourétudieret comprendrelescheveux,toujoursdansle but de lesprotéger, de
lesembellir, ou demodi�er leur apparence.

2.2 Métrologie capillaire

Un certainnombredenotionsintuitives,courammentemployéespar lescosmétologues,servent
à quali�er l'état, la santéet la beautéd'une chevelure.Cescritèresd'appréciationde la chevelure
peuventcaractériserdesqualitéspurementvisuelles(brillance,couleurou pigmentation,texture,vo-
lume, discipline)ou tactiles(douceur, facilité de démêlage),ainsi que le comportementde la che-
veluresur la durée(tenued'une coiffure, résistance),ou en mouvement(souplesse,nervosité).La
notiondedisciplinedemèche,qui caractérisel'alignementlocal descheveuxdansunemèche,et la
notiondenervositéd'uneboucle,qui traduit le niveaud'élasticitédela boucle,sontillustréessur la
Figure1.13.Cesdeuxcritèresserontnotammentutilisésouévaluésdansnotremodélisationphysique
decheveux(voir Chapitre7).

Si chacunedecespropriétéscosmétiquespeutêtreévaluéerelativementfacilementparnossens
visuelset tactiles,elle estparfoisdif�cile à caractériserdemanièrescienti�queet objective, carelle
necorrespondpasforcémentàun paramètrephysiqueou physiologiqueparticulier. Parexemple,il a
étémontréquele volumed'une coiffure dépendaitdesparamètresphysiologiquessuivants[Rob02,
Gra97] : le diamètre,la densité,la raideur, la courbure, le coef�cient de frottementet la cohésion
descheveux.De plus,cesparamètresne sontpastousindépendants; par exemple,unemèchesera
d'autantplusbrillanteet facileàdémêlerqu'elle seradisciplinée.

Leschercheursencosmétologies'efforcentainsidemettreenœuvredesméthodeset desproto-
colesexpérimentauxsurdeséchantillonsdevraischeveux,a�n decaractériseret demesurerscienti-
�quementchacundecescritèrescosmétiques.C'estcequel'on appellela métrologie capillaire. Les
techniquesmétrologiquesdéveloppéespar lesscienti�quesserventalorsensuiteà étudierl'ef fet des
produitscapillaires(shampoings,gel,coloration,etc.),demanièresystématiqueet trèscontrôlée.La
comparaisondesrésultatsd'uneexpérienceobtenussurdesmèchestraitéesetdesmèchesnontraitées
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FI G. 1.13: Disciplineetnervositédescheveux: a) mèchedecheveuxraidesayantunebonnediscipline; mèche
decheveuxfrisésayant(b) unebonneet(c) unemauvaisediscipline; d) ete) illustrentla nervositéd'unemèche
bouclée, propriétéqui traduit l'élasticité dela mèche(unemèche“nerveuse” secomportecommeun ressort)
( c

�

L'Oréal). Notonsquela mècheboucléeend) présenteaussiunetrèsbonnediscipline, car lescheveuxsont
parfaitementalignéslesunspar rapportauxautres.

permetd'évaluerl'apport duproduitcapillairesurtel ou tel paramètre.
Nousavonseula chancedevisitercertainslaboratoiresderechercheavancéechezL'Oréal,et de

voir concrètementcommentlespropriétésphysiquesdescheveuxpouvaientêtremesurées.Au cours
de notreétudesur la modélisationdu cheveu, nousavons alorspu solliciter l'aide de chercheurs4

travaillant dansceslaboratoires,a�n d'acquérirdesdonnéesexpérimentalessurdeséchantillonsde
cheveuxquenousavionsprélevés.Cesdonnéesnousont grandementaidéspourla validationdenos
modèles(voir Chapitres6 et 7). Dansla suite,nousprésentonsainsi quelquesunesdestechniques
métrologiquesmisesaupointetutiliséeschezL'Oréal pourmesurerlespropriétéscapillaires.

État de surface des cheveux

L'étatdesurfacedescheveuxconditionneun grandnombredequalitéscapillaires: la brillance,
la couleur, la douceurd'un cheveu,la facilitédedémêlageet la disciplined'unemèche,etc.Desche-
veuxprésentantunecuticuleintacteserontbrillants,doux,etfacilesàdémêler, tandisquedescheveux
abîmésensurfaceserontternes(la lumièren'étantplusré�échie demanièrehomogène),rêches(les
écaillesébréchéesétantsensiblesautoucher),etpropicesauxemmêlements(imbricationdesécailles
dedifférentscheveux).Plusieurstypesd'expériencespermettentd'observer l'état desurfacedesche-
veuxet d'en déduiredetellespropriétéspourle cheveu.

L'observation descheveux par microscopieà balayage,ou plus directementavec une micro-
caméraappeléevidéo-microscope,révèleclairementla géométriedesécailles,la formedela section,
la couleuret la brillanceducheveu.Onpeutenparticulierévaluerl'état dela cuticule,voir l'usurede
la tige, la présencedenœudsoudefragilitéslocales.Si la partieducheveusituéeversla racine,nou-
vellementconstituée,estencoreintacte,il n'en estsouventpasdemêmepourla partieinférieuredu
cheveu,qui subitdepuissaformationdesagressionsrépétées,duesausoleil,à l'eau,àla pollution,au
peignage,ou àcertainstraitementscapillaires.Uneusureaccéléréedela cuticulepeutêtrele résultat
d'actionsmécaniquesqui abîmentle cheveu (peignageintensif,crêpage,nœuds),ou de traitements
capillaireschimiquesexcessifset répétéstrèssouvent(permanente,défrisage,décoloration,etc.).La
Figure1.14illustre touscesphénomènes.

La brillanceducheveu,aussiappeléelustre, estévaluéeplusprécisémentenétudiantla ré�exion
de la lumièresur le cheveuà l'aide d'un photo-goniomètre.La brillancedépendde la puretédesre-
�ets dela chevelure: unechevelurebrillanteprésenterauneré�exion spéculairetrèsnette,avectrès

4NousremercionsvivementBertrandNedellecd'avoir aimablementacceptéderéaliser, pournotreétude,desmesures
auvidéomicroscoped'unedouzained'échantillonsdecheveux.
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FI G. 1.14: État desurfacedescheveux,évaluéà partir d'observationsau microscopeà balayage, ou à l'aide
d'un vidéo-microscope. De hautenbaset degaucheà droite : 1) Cheveucaucasienprésentantun bonétatde
surface. 2) Cheveuxafricainselliptiquesenchevêtrés.3) Cheveuafricain trèselliptiqueet présentantunetor-
siontrèsmarquéesur toutesalongueur. 4) Usure du cheveu,causantuneatteintecroissantedela cuticulede
la racinevers la pointe, jusqu'àéclatementet divisiondu cortex [AMB01] ( c

�

L'Oréal). 5) Fourchevisualisée
au vidéo-microscope. 6) Nœud,souventprésentdansla coiffure africaine, qui fragilise le cheveuet peutpro-
voquersarupture [Gra97]. 7) Destructiondela cuticulepar despermanentesrépétéeset excessives[Gra97].
8) Destructiondela cuticulepar brossageà rebrousse-poil(crêpage) [Gra97].

peuderayonsdiffus venantbrouiller cetteré�exion directe.Ainsi, le lustred'un cheveu estmesuré
commele rapportentrel'intensité maximalede la ré�exion spéculaireet l'intensité maximalede la
ré�exion diffuse[GGL87]. Commenousl'avonsvu précédemment,le phénomènede diffusion est
beaucoupplus importantpour les cheveux clairs quepour lescheveux fortementpigmentés,ce qui
expliquepourquoilescheveuxnoirsapparaissentbeaucoupplusbrillantsquelescheveuxblonds(voir
Figure1.36).Cependant,la brillanced'unecheveluren'estpasseulementconditionnéeparla couleur
descheveux,maisdépendégalementde la disciplineet de l'homogénéitéd'une chevelure: lesche-
veuxasiatiques,lisseset réguliers,sontluisantscommedela soie,cequi n'estpasle casdescheveux
africains,pourtantégalementpigmentés; cesderniers,crépuset irréguliers,ont plutôt un aspectmat
et laineux.Desétudessupplémentairesmontrentquela brillanceducheveuestaltéréeparle soleil, la
saleté,le sébum,ouencorela décolorationarti�cielle [GGL87].

Le bon étatde la cuticuleconditionneégalementles propriétésde douceurdescheveux, et la
facilité dedémêlage. Pourévaluerobjectivementla douceurd'un cheveu,leslaboratoiresutilisentun
appareilcapabledemesurerle coef�cient defrottementlongitudinalducheveuenfonctiondutemps.
Cesmesuressontfaitesdepuisla racineversla pointe,et inversement.Dansle casd'un cheveunon
traité,la courbeobtenuedansle senspointe- racineprésented'assezfortesdiscontinuités,duesentre
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autresà l'accrochagedesécailles.Lorsquele cheveuesttraitéavecunproduitdouceur, le cheveuest
gainéparuneenveloppeet lescourbesmesuréesdanslesdeuxsensprésententla mêmeallure: le gra-
phiqueestisotrope(vibrationsavecpeud'amplitude).Pourappréhenderl'état d'emmêlementd'une
mèche,unemachineà démêlerautomatiquementa étécréée.Cettemachine,équipéed'un peigne
et decapteursde force,évaluela forcequi estnécessairepourpasserdansunemèche(le démêlage
s'effectuepasàpas,despointesverslesracines,commele fait uncoiffeur).L'ef�cacité d'un produit
démêlantpeutainsiêtremiseenévidenceparceprocédé.

FI G. 1.15:À gauche: machineà démêlerlesmèches( c
�

L'Oréal). À droite : graphededouceurd'un cheveu.

Tenue d'une coiffure

La tenuestatiqued'une coiffure, c'est-à-direle maintiende saforme au coursdu temps,peut
êtreévaluéeparl'observationdela détentedebouclesdecheveuxpréalablementtraitésou nonavec
un produitcoiffant.Le principeconsisteà enroulerdesmèchesdecheveuxsurdesbigoudiset à les
sécher. Une fois lesbigoudisretirés,lesmèchesont la formed'anglaisestrèsdisciplinées,et on les
suspendà un support.Dansle casd'une évaluationde laque,on vaporiselesmèchesà cemoment-
là. Sousl'ef fet de leur proprepoids, les bouclesvont alors se détendreet se déformer, et on va
mesurerrégulièrement,pourchaquemèche,l'amplitudedela détente,ainsiquela perteprogressive
de discipline.Un produitde coiffageappliquésurunemècheseradoncef�cace dansle tempssi la
déformationdela mècheestévaluéecommeminimalesurla durée(voir Figure1.16(a)).

Pourévaluerla tenuedynamiqued'unecoiffure,on utiliseun appareilà “perruquesmobiles”.Le
produità testerestappliquésurunepartiedela cheveluremontéesurdeuxplansinclinés.Lesautres
mèchesrestentà l'état naturelou reçoiventun produitderéférence.Aprèsbrossageetmiseenforme
de la totalitédesmèches,le mobileestagitépour reproduirelesmouvementsauxquelsestsoumise
unechevelurependantla journée.La comparaisondesdeuxpartiesde la chevelureet la mesureà
l'aide d'unemirequanti�ent la tenuedela coiffure (voir Figure1.16(b)).

2.3 Conc lusion

La connaissancedespropriétésélémentairesdu cheveuestessentiellesi l'on souhaiteconcevoir
un modèlenumériqued'unechevelurerespectantun certainréalisme.

Pourautant,lesdonnéesfourniesnecorrespondentpasforcémentànotreéchelledetravail (échelle
de la chevelurecomplète),et nesontdoncpastoujoursfacilesà utiliser directement.L'expériencea
montréquel'important n'était pasdedisposerdesvaleursnumériquesdansl'absoludecertainsfac-
teurscaractéristiques(par exemple,la valeurexacted'un coef�cient de frottement),maisplutôt de
bienconnaîtrequalitativementcertainscomportementstypiquesdu cheveu,à un niveautrès�n (par
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FI G. 1.16: Évaluationdela tenue(a) statiqued'unecoiffure, par mesure dela détentedebouclesaucoursdu
temps,ou (b) dynamique, par la machineà perruquesmobiles( c

�

L'Oréal).

exemple,savoir quelesmodulesd'élasticitéentraction,encourbureet enélasticitéévoluentdema-
nièredifférentelorsquel'humidité relative augmente,etdansquelrapport).

La connaissancedesexpériencesdemétrologiecapillaireestdonctrèsimportantedansle cadre
decettethèse,carelle révèlebeaucoupdedonnéesaptesà êtreexploitéespourconcevoir un simula-
teur réalistedecheveux.Réciproquement,cesexpériencesphysiquesnouspermettentégalementde
mieux comprendreles attentesdesscienti�quesde L'Oréal quantau modèlenumériquede cheveu
quenouspouvonsleurproposer. Il fautsavoir quelestechniquesmétrologiquesactuelless'effectuent
surdescheveuxou mèchesdecheveux réels,achetésdansle mondeentier, et à long terme,la mise
aupoint d'un simulateurnumériquede cheveux, intégrantl'ensembledespropriétésconnuessur le
cheveu,pourraitservirparexempleà assistercesexpériencesenpermettantla visualisationet la va-
lidation desrésultatsobtenus.On pourraitalorsimaginerla réductiondu nombred'expériencessur
mèchesou sur cheveluresréelles,au pro�t d'essaisvirtuels, moinscoûteuxen tempset en argent.
Deplus,leschercheursensciencecapillairevoientdansun modèlenumériquedecheveuxun intérêt
supplémentairenonnégligeable: la prédictiondu comportementdescheveuxsousl'in�uence detel
ou tel facteur. Eneffet, unsimulateurphysiquedecheveuxoffrirait la possibilitéd'étudierl'in�uence
réelledechaqueparamètrephysique(décorrélédesautresparamètres)surla formeou le mouvement
descheveux.Notonsquecegenred'étudeexhaustive esttrèsdif�cile voire impossibleà réaliserde
manièreexpérimentale.Grâceà un simulateurperformantdecheveux,lescosmétologuespourraient
ainsiacquérirunemeilleureconnaissancesurla physiqueducheveu,etdoncidenti�er lesparamètres
physiquesessentielssurlesquelsil fautjouerpourobtenirtel ou tel effet cosmétique.

D'autrepart,commenousl'avonsdéjànotéenintroduction,il existeunedemandecroissanteen
termed'essayagevirtuel de coiffures: deplus enplus desitesseprésentantcommedes“salonsde
coiffure virtuels”, qui nesontautresquedesportailsdesociétésdecosmétiques,font leur apparition
sur le web,et proposentdesservicesd'essayagedecoiffures,le plussouventpayants.Lescoiffures
montréessontissuesdephotographies,éventuellementprisessousdiversangles,etstockéesdansdes
basesde données.L'utilisateur peutchoisir un visageen 2D ou en 3D (celui qui lui correspondle
mieux),et unecoiffure donnée,touteprêteà l'emploi. Cessalonsdecoiffure virtuelssontenréalité
trèslimités,car il n'y a pourl'instant aucunmoyenpourl'utilisateur despéci�er sonpropretypede
cheveux(qui a toutdemêmeunimpacttrèsfort surle typedecoiffurequ'il vapouvoir porter!), ni de
voir le modèleenmouvement,ou sousl'ef fet del'humidité, etc.Un modèlenumériquedecheveux,
paramétrépar les caractéristiquesd'une chevelure donnée(groupeethnique,zoned'implantation,
épaisseurducheveu,degrédefrisurenaturelle,etc.)pourraitdoncs'avérerextrêmementutile pource
genred'application.En allantencoreplusloin, on pourraitaussiimaginerconcevoir dansle futur un
logiciel deformationàdestinationdesapprentis-coiffeurs.
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3 Précédents modèles numériques
Depuisquelquesannées,les personnagesvirtuels sontde plus en plus présentsdansnotreen-

vironnement,que ce soit dansles jeux vidéos,les �lms d'animation,ou les publicités.Modéliser
correctementle mouvementet l'apparencede la chevelures'avèrealorscrucial si l'on souhaitegé-
nérerdespersonnagesanimésréalistes,maiscelasoulève aussibeaucoupde problèmes.En effet,
commenousl'avonsvu précédemment,unechevelurehumaineestcomposéed'environ 150000che-
veuxen interactionlesunsavec lesautres.La trèsgrandecomplexité de ce systèmerenddonctrès
dif�cile samodélisationinformatique,aussibien lorsqu'il s'agit de simuleravec précisionle mou-
vementdescheveux en collison, que de rendrede manièreréalistetous les phénomènesoptiques
complexes(dispersionde la lumière,auto-ombrage,etc.)seproduisantau seind'une chevelure.La
modélisationnumériquedescheveuxreprésenteunenjeuimportantpourdiversesapplications,telles
quelesenvironnementsvirtuels, le prototypagecosmétique,et l'industrie du loisir. Chacunede ces
applicationsasespropresobjectifsoucontraintes: le réalismeet la précisiondu modèlesous-jacent,
le renduvisuel,la performancedescalculs,etc.

CommementionnéparMagnenat-ThalmannetHadap[MTH00], la modélisationd'unechevelure
eninformatiquegraphiquesoulève troisproblèmesdistincts(maisnonforcémentdécorrélés): la mo-
délisationde coiffure, la simulationdu mouvementdescheveux, et leur rendu. La modélisationde
coiffure consisteà concevoir un systèmepermettantla créationde la forme- au repos- d'une che-
velure, le but étantqu'un utilisateurdu logiciel puisseproduirede manièreintuitive descoiffures
réalisteset variéessurun personnagevirtuel. La simulationdu mouvementdescheveux impliquela
résolutiondela dynamiquedescheveux,la gestiondescollisionsentrelescheveuxet le corps,et au
seinmêmedela chevelure.En�n, le rendudecheveuxsupposedeconcevoir un modèled'éclairage
dela chevelure,tenantcomptedesphénomènesdedispersiondelumière,dela projectiondesombres,
desproblèmesd'antialiasageliésà la visualisationdestructurestrès�nes, etc.

La modélisationdecoiffures,la simulationet le rendudecheveuxreprésententactuellementdes
domainesderechercherécentset trèsactifs.Nousprésentonsdanscettepartielesdif�cultés scienti-
�ques soulevéesparcestrois domaines,ainsiquel'ensembledesméthodesqui ont étédéveloppées
depuisquelquesdécennies- dansla rechercheacadémiqueou industrielle- a�n delesrésoudre.

Cetétatdel'art aétéréaliséengrandepartieencollaborationavecKelly Ward,Ming Lin (équipe
GAMMA dulaboratoired'informatiquedeChapelHill enCarolineduNord),Tae-YongKim (Rythm
andHuesStudio),et Steve Marschner(UniversitédeCornell).La versionanglaise(un peuplusdé-
taillée sur la partierendu)résultantde cettecollaborationa fait l'objet d'un article actuellementen
coursd'évaluation[WBK � 06]. Danscetarticle,j'ai pris enchargeavecKelly Wardla rédactiondes
partiesportantsurla modélisationdecoiffuresetsurl'animation(cesdeuxdomaines,etenparticulier
l'animation,constituantlesthèmesessentielsdemathèse).LesSections3.1et 3.2 retranscriventces
deuxparties.Jeproposeen Section3.3 unevueplussynthétiquedesméthodesde rendu,suf�sante
pourintroduireauChapitre4 notrecontribution surl'auto-ombrageinteractifd'unechevelure.

3.1 Modélisation de coiffures

Modéliserunecoiffureeninformatiquegraphiqueestunprocessuscomplexe qui peutêtresubdi-
viséenplusieursétapesclef. Il s'agit d'abordderépartirdescheveuxsur la têted'un avatarvirtuel,
enchoisissantla densitéou l'orientationdescheveux.Ensuite,il fautmodelerla formedescheveux,
etpourceladé�nir un typedecheveux(lisses,bouclés,frisés),puisspéci�erunecoupe.En�n, si l'on
souhaitecréerunecoiffure élaborée,composéeparexempled'une queuedecheval ou de tresses,il
fautêtrecapabledeprendreencomptecetyped'élémentsdansla modélisation.

Si l'on nedisposepasd'outils assezperformantsouassezintuitifs, le processusdecréationd'une
coiffurepeuts'avérerêtretrèslongvoirepéniblepourl'utilisateurdulogiciel.C'estpourquoila majo-
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FI G. 1.17: Coiffures réelles pour différents types de cheveux ( c
�

Free-Beauty-Tips.com, c
�

Schwarzkopf,
c

�

naturalhair.org).

rité desméthodesconçuespourmodéliserdescoiffuresproposentégalementuneinterfacegraphique
du logiciel destinéeà faciliter la tâchedel'utilisateur.

Danscettesection,nousprésentonslesdifférentesapprochesou logicielsqui ont étédéveloppés
eninformatiquegraphiquepourmodéliserdescoiffures.Celles-cipeuventêtrerépertoriéesschéma-
tiquementselontroiscatégories:

– Lesméthodesgéométriques, qui demandentengénéralà l'utilisateur despéci�er directement
la formedela chevelureà l'aide decourbeset surfacesparamétriques.

– Lesméthodesdesimulationphysique, baséessurun modèlepseudo-physique,statiqueengé-
néral.Danscecas,l'utilisateurdoit seulementspéci�erquelquesparamètresclefqui vontservir
àcalculerla formedela chevelureautomatiquement.

– Les méthodesà based'images, trèsrécentes,qui permettentde capturerautomatiquementla
géométried'une chevelure réelleà partir de photographiesprisesdepuisplusieurspointsde
vue,éventuellementsousdifférentséclairages.

Implantation des cheveux sur le cuir chevelu

Étantdonnéle trèsgrandnombredecheveuxcomposantunechevelurehumaine,il esttout-à-fait
inimaginabledespéci�er à la main l'emplacementdetouslescheveuxsur le crânedel'avatar. Pour
rendrecettetâchefaisableparunutilisateurenun tempsraisonnable(quelquesheuresaumaximum),
un certainnombred'outils ontétédéveloppés,en2D ouen3D.

Certainesapprochesdemodélisationnepermettentpasdeplacerlescheveuxdirectementen3D
sur le crâned'un avatar virtuel, mais proposentà l'utilisateur de “peindre” les emplacementsdes
racinesdecheveuxsurunecarte2D qui estensuiteprojetéesurla têteen3D. Dansl'approchedeRo-
senblumetal. [RCT91],cettecarte2D estappelée“cartedesfollicules”, etautorisel'utilisateur àne
traiterqu'unemoitié du cuir chevelu mis à plat, l'autre moitié étantautomatiquementtraitéeparsy-
métrie.Le plaquage�nal surle crâne3D estfait parprojectionsphérique,demêmequedans[Yu01].
Dansla méthodedeKim etNeumann[KN02], l'utilisateurpeutplacerinteractivementdessectionsde
mèchesprédé�nies(cercle,triangle,etc.)surunmorceaudesurfaceparamétrique2D; cemorceaude
surfaceestensuitedisposépar l'utilisateur sur le crâne3D, parmanipulationdespointsdecontrôle,
et lessectionsdemèchesdessinéesaupréalablesurla surfaceserventalorsdebasedesmèchessurle
cuir chevelu.La �gure 1.18illustrecetteapproche.

Uneméthodealternative consisteà positionnerdirectementlesracinesdescheveuxen3D sur le
cuir chevelu.PatricketBangay[PB03]proposentuneinterfaceinteractivegrâceàlaquellel'utilisateur
peut sélectionneren 3D les trianglesdu maillagede la tête sur lesquelsil souhaiteimplanterdes
cheveux,il peutainsispéci�er la zonedu cuir chevelu. Chaquetrianglesélectionnéreprésente,dans
cetteapproche,la based'une mèche,cequi signi�e quela géométriedesmèchesdépendfortement
dumaillageducrânevirtuel. Celapeutêtretrèsgênant,etnotammentinduireunmanquedecontrôle
surla formedesmèches.
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FI G. 1.18: Morceaudesurfaceparamétriqueplaquésur le maillage 3D dela tête, par la méthodedeKim et
Neumann[KN02]. Le cercle placésur la carte 2D (à gauche) par l'utilisateur servira de basesur le crâne
pour unefuturemèche(à droite).

Une fois le cuir chevelu spéci�é, il resteà implanterles cheveux individuelssur cettezone.La
plupartdesapprochesutilisentunedistributionuniformedesracinessurle cuir chevelu,cequi corres-
pondrelativementbienàla réalité,toutaumoinsdansle casd'unechevelurenormale(sansalopécie).
Poursimpli�er la complexité de la chevelure,certainesméthodesutilisent le fait que les cheveux
prochessur le crânepeuvent avoir desformestrèssimilairessur touteleur longueur: ils sontalors
regroupésenmèches. Typiquement,unemècheestdé�nie parunecourbe3D,qui lui sertdesquelette,
etparuncontourdeformesimple(parexempleuncercleouuntriangle),quidé�nit uneenveloppeau-
tourdusquelette.Lescheveuxindividuelsqui serontrendussontalorsplacésàl'intérieur dela mèche,
le plussouventenutilisantunedistribution uniforme2D servantà positionnerl'intersectiondesche-
veux avec chaquesectionde la mèche,en commençantpar les racines[PCP01,CK05a,CSDI99].
Cependant,si lessectionsracinesdesdifférentesmèchesserecouvrentsur le cuir chevelu, uneden-
sitéplusforte decheveuxseragénéréedansleszonesderecouvrement,cequi pourraprovoquerdes
artefactsvisuelsgênants.

A�n de garantirune distribution de cheveux uniformesur le crâne,Kim et Neumann[KN02]
commencentpardistribueruniformémentlesracinesdescheveuxsur le cuir chevelu, puisassignent
une(etuneseule)mèched'appartenanceàchacunedesracinesainsiréparties.Pourobtenirdesvaria-
tionsdedensité,certainesapprochespermettentà l'utilisateur depeindrelesniveauxdedensitésur
le cuir chevelu [HR04,CK05a].Cesdensitéssontla plupartdu tempsvisualiséesen3D enutilisant
un codede couleur(noir pour trèsdense,rougepour assezdense,etc.).Le contrôledu paramètre
densitépeutêtreutile pour synthétiserdescoupesspécialesoù lescheveux sontraséspar endroits,
descasd'alopécie,etc.HernandezetRudomin[HR04] ontétenducetyped'interfacepourpermettre
à l'utilisateur depeindred'autrescaractéristiquesde la cheveluresur le crânede l'avatar(longueur,
frisure,etc.)via descodesdecouleur.

Modélisation de la forme des cheveux par des appr oches géométriques

La plupartdestechniquesdemodélisationdecoiffuressontdenaturegéométrique.Ellesreposent
engénéralsurunereprésentationparamétriquedela chevelure,quel'utilisateur va pouvoir modi�er
facilementvia despointsdecontrôle.L'avantaged'unetellereprésentationestqu'elleoffre beaucoup
de �e xibilité, et qu'elle proposeuneinterfaceintuitive et faciled'utilisation. Lesprimitiveslesplus
utiliséessontlescourbesparamétriques,pourla dé�nition descheveux individuelsou dessquelettes
de mèches,et les surfacesparamétriques,pour la représentationde mèches2D. En général,la mo-
délisationà partir de tellesreprésentationsnesertqu'à dé�nir uneformeglobalepour la chevelure,
tandisqueles détails(ondulations,boucles,etc.)sontajoutésensuitede manièreplusautomatique,
parexempleà l'aide d'unemodulationsinusoïdaledesprimitives,ou partransfertdeformesà diffé-
rentsniveauxdedétail.
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a) Forme globalede la chevelure

Beaucoupd'approchesont choisi de représenterdesmèchesde cheveux par dessurfacespara-
métriques[KH00,LH03,NT04], engénéraldesNURBS5. Cesméthodessontassezpeucoûteusesen
tempsdecalcul,carl'utilisation demorceauxdesurfacesparamétriques(appeléeségalementbandes
decheveux)pourreprésenterdesgroupesdecheveuxréduitfortementla complexité dela chevelure,
toutenassurantunmaximumde�e xibilité pourla modélisationdesaforme; parconséquent,cetype
d'approchepermetégalement,dansuneétapeultérieure,d'animeref�cacement- quoiquedemanière
assezpeu réaliste- les coiffurescréées(voir Section3.2). Les cheveux individuelssontaussitrès
simplementrendusparplaquagedetexturesurcesmorceauxdesurface.

Dansle cadred'uneapprochenonphotoréaliste,Mao etal. ontdéveloppéunetechniquepermet-
tantderendrecesbandesdecheveuxdansunstyle“dessinanimé”[MKIA04]. Leurméthodepropose
égalementuneinterfacebaséesur l'esquissepour construirerapidementunecoiffure simple: étant
donnéunmodèledetête3D, l'utilisateurspéci�e interactivementla zoneducrâneoùdoiventêtreim-
plantéslescheveux,puisdessine,dansla vuedeface,la silhouettedela coiffure désirée.Le système
génèrealorsautomatiquementunesurfacereprésentantle contourdela coiffure,puiscréeentrecette
surfaceet la têtedesbandes2D représentantlesmèches.

Cependant,l'inconvénientmajeurdela modélisationparmèches2D estquelesstylesdecoiffure
obtenussontengénéralassezpeuréalistes,carils manquentdevolume(voir Figure1.19,àgauche).
A�n de pallier à ce problème,Liang et Huang[LH03] extrapolentles bandesde cheveux en leur
rajoutantdesfaceslatérales,qu'ils obtiennentenprojetantchaquepointdela bandesurle cuir chevelu
etenreliantdeuxàdeuxlespointsprojetésauxpointsd'origine.La “forme enU” ainsiobtenuepour
chaquebande,composéepartroispolygones,permetalorsderendrela coiffure plusvolumineuse.

FI G. 1.19: Modélisationde la chevelure par dessurfacesNURBS[KH00] (à gauche).Représentationde la
chevelurecommeunvolumedecoquesminces[KN00] (à droite).

Kim et Neumann[KN00] ont développéune méthodespéci�que pour augmenterle réalisme
visuel descoiffuresmodéliséesà partir de surfacesparamétriquesformantun ensemblede coques
minces(thin shell volume). Cetteméthodeajoutede l'épaisseurà la chevelureen effectuantun dé-
calagedessurfacesqui la composentle long de leursdirectionsnormales.Les cheveux individuels
sontensuitedistribuésà l'intérieur du volumeainsi construit,et leur formeestmodi�ée grâceà un
algorithmesimulantdemanièretrèssimplel'ef fet d'un peignevirtuel. Lescheveluresgénéréesont
du volume,etprésententensurfacedesmotifs réalistes(voir Figure1.19,àdroite).

Noble et Tang[NT04] seservent égalementde surfacesNURBS pour modéliseret animeren
temps-réeldescoiffuresstyliséesde type “dessinanimé”,maisleur approcheesttrèsdifférentedes
méthodesvuesprécédemment.Ici, uneuniquesurfaceNURBSestutiliséeaudépartpourmodéliser

5Non-uniformrationalB-splines.
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l' enveloppedu volumeoccupépar la chevelure.Cettesurfacepeutêtreaniméedemanièreclassique
parpositionsclefs,et sonanimationva dé�nir le mouvementdebasede la coiffure. L'animationde
petitesmèchesindividuellesprèsdecettesurfacevavenirajouterdudétailaumouvementglobal(voir
Section3.2).

D'autresapprochesmodélisentunemèchecommeun prismetrigonal à l'aide de trois courbes
B-splines,qui dé�nissentsoncontour[WS92,CSDI99].La mècheobtenuea la forme d'un prisme
généralisé,à trois faceslatérales,etprésentedoncl'avantaged'êtreen3D toutenétantdé�nie parun
nombrerestreintdeparamètres.Pourdessinerlescheveux individuelsà l'intérieur de la mèche,des
coordonnées2D sontchoisies,pour chaquecheveu,aléatoirementà l'intérieur d'un disque,et sont
utiliséescommecoordonnéesbarycentriquesdanslessectionstriangulairesdemèchepourdé�nir les
positionsdespointsd'interpolationdechaquecheveu.

FI G. 1.20: Le modèlede mèchespar cylindresgénéralisésde Yang et al. [YXYW00,XY01] : à gauche, pré-
visualisationdescylindresgénéraliséset à droite, rendu�nal avectracéde cheveuxindividuelsà l'intérieur
desmèches.

En�n, plusieursméthodesutilisent un cylindre généralisé pour modéliserchaquemèchede la
chevelure[YXYW00, XY01,PCP01,KN02,PBL04].Un cylindregénéraliséestdé�ni parunecourbe
paramétrique,qui lui sertde squelette,et par unefonction dé�nissantle rayonde la mèchele long
decesquelette.Desformesvariéesdemèchespeuventainsiêtrefacilementobtenuesparmanipula-
tion interactive du squeletteet par réglagedu paramètrerayon.Le logiciel V-HairStudio[XY01] a
étéconçupour offrir uneinterfacepermettantla modélisationde chevelurescomplexesà l'aide de
cylindresgénéralisés(voir Figure1.20).Unetechniquesimilaireaétérécemmentutiliséedansla mo-
délisationdecoiffuresafricaines,pourcontrôlerla formedemèchestresséesou torsadées[PBL04].

De manièregénérale,la modélisationdesmèchesindividuellespardescylindresgénéralisésest
utile pourcréerdesstylesdecoiffure danslesquelslesmèchesdecheveuxsonttrèsvisibles,ou bien
dansle casoùla coiffure impliquedesformescontraintestellesquedestresses,desqueuesdecheval,
etc.Lescheveluresneprésentantpascescaractéristiques(cheveuxtrèslissesparexemple)sontplus
dif�ciles à représenteraveccetteapproche.

b) Ajout dedétailsgéométriquesà la chevelure

Unefoisquela formeglobaledela chevelureaétédé�nie - enutilisantuneapprochegéométrique,
ou bienun modèlephysique- il peutêtresouhaitabled'ajouterdesdétailsà la cheveluretelsquedes
ondulationsou desboucles,a�n d'augmenterle naturelou le réalismed'unecoiffure.

Yu [Yu01] génèredifférentstypesde frisure dansla chevelure en modulantles positionsdes
cheveux pardesfonctionstrigonométriquesfacilementparamétrables.Par le biaisdecesfonctions,
l'utilisateurpeutainsicontrôlerla fréquencedesbouclesproduites,et leuramplitude.Il estégalement
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possibled'ajusterunniveaudebruit pourchaquegroupedecheveux,a�n d'éviterquela chevelurene
présenteunetropgranderégularité,etdoncqu'ellenemanquedenaturel(voir Figure1.21,àgauche).

Dansla méthodede Choeet Ko [CK05a], la chevelureestmodéliséepar mèches,et la forme
globalede chaquemècheest déterminéepar la forme de son squelette,appelécheveu maître. La
formeducheveumaîtresedécomposeselondeuxniveaux: uneformeglobale,linéaireparmorceaux,
qui donnel'allure généraledusquelette,etdesdétails.Cesdétailssontconstruitsàpartird'un cheveu
prototypeenutilisantunechaînedeMarkov danslaquellele degrédesimilaritéentrele cheveumaître
et le prototypesontcontrôlésparle biaisd'unedistribution deGibbs.Au seind'unemèche,le degré
d'auto-similaritéentrecheveuxestcontrôléparplusieursparamètresaléatoires,telsquela longueur
oula distanceaucheveumaître,ainsiqueparl'ajout debruit pourromprelesrépétitionsdegéométrie.
Aussi,lescoiffuresobtenuessontglobalementcohérentes(caril y abeaucoupd'auto-similaritésà la
fois entrelesmèches,et entrelescheveux), tout en présentantdesvariationsperceptiblestrès�nes
qui leurconfèrentbeaucoupderéalisme(voir Figure1.21,àdroite).

FI G. 1.21: Ondulationsetbouclesgénéréesdansla cheveluredemanièreprocéduraleparYu [Yu01] (àgauche)
et ChoeetKo [CK05a] (à droite).

c) Méthodesmultirésolution

Kim et Neumann[KN02] représententune chevelure complexe grâceà une hiérarchiede cy-
lindresgénéralisés,permettantainsi à l'utilisateur de sélectionnerle niveaude détail avec lequel il
va travailler et jouersurla forme.Lesniveauxdedétailgrossierspermettentdecréerrapidementune
forme globalepour la chevelure,tandisque les niveauxde détail plus �ns permettentde contrôler
directementlesdétails�ns dela géométrie,jusqu'auniveauducheveuindividuel.Descoiffurescom-
plexespeuventrapidementêtrecrééespardesopérationsdecopier-collerquipermettentdetransposer
un styleapposéà unemèche(boucle,torsade,etc.)directementà d'autresmèches,à n'importequel
niveaudedétail(voir Figure1.22).

FI G. 1.22: Modélisationdecoiffure multirésolutionpar Kim et Neumann[KN02]. À gauche, la chevelure de
départ.À droite, la coiffure obtenueaprèsmultiplesopérations de copier-coller d'un style torsadésur les
mèches,à différentsniveauxdedétail.
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Enutilisantuneidéesimilaire,WangetYangontétenduleurmodèledemècheinitial [YXYW00,
XY01] à un modèlehiérarchique[WY04], danslequella formedescheveux peutêtremodi�ée sur
trois niveauxdedétaildifférents(groupedemèches,mèche,et cheveuindividuel).

Modélisation de la forme des cheveux par modèles physiques

Les approchesgéométriquespermettentde créer relativementsimplementdescoiffures com-
plexes et très variées.Cependant,avec ce type d'approche,c'est l'utilisateur qui doit entièrement
modéliserunecoiffure à la main,cequi peuts'avérerlong voire fastidieux.Deplus,si detellescoif-
furessontengénéralassezbienconçuespourêtreaniméesultérieurementparpositionsclef (méthode
d'animationtoutefoistrèslimitée),ellesnesontpasdirectementadaptéesàuneanimationdynamique
parmodèlephysique(méthoded'animationla plusperformante),l'identi�cation desparamètresphy-
siquesn'étantpastriviale.

Certes,lesapprochesgénérantdescoiffuresparmodèlesphysiquessontmoins�e xiblesetmoins
facilementcontrôlablespardesartistes,maisellesprésententtoutdemêmeuncertainnombred'avan-
tages: d'abord,ellesautomatisentenpartiela phasedemodélisation; ensuite,ellesfacilitentl'anima-
tion ultérieurede la coiffure parmodèlephysique; en�n, ellespermettentbeaucoupplus facilement
deprédirel'in�uence detel ou tel facteurextérieur(humidité,produitcosmétique,etc.)surla forme
dela coiffure.

a) Statiquedespoutres

En résistancedesmatériaux,un casd'étudeclassiqueestla statiqued'une poutredont l'un des
deuxbordsestencastrédansunsupport,et l'autrebordlibre.Anjyo etal. [AUK92] sesontinspirésde
cestravauxpourgénérerla formed'un cheveuindividuelencastrédansle cuir chevelu.Enconsidérant
que la seuleforce extérieureappliquéeest la gravité, ils utilisent une équationlinéaire simpli�ée
issuedela statiquedespoutres,dé�nissantenchaquepointducheveul'anglede�e xion à l'équilibre.
L'équationutiliséeétantlinéaire (et valableen théorieuniquementpour les petitesdéformations),
cetteméthodene permetpasde synthétisercorrectementla poussedescheveux sousl'in�uence de
la gravité. En particulier, danscetteapproche,un cheveu implantéverticalementpoussetout droit,
sansjamaistomber, et il fautajouterenpermanenced'autresforcesausystème(forcesarti�cielles,
appeléesforcescoiffantes) pourobtenirun tombédecheveuxréaliste(voir Section3 auChapitre6).
Encombinantcettetechniquepseudo-physiqueavecunegestiondescollisionsentrelescheveuxet la
tête,la possibilitéd'ajouterd'autresforcesextérieurespourperturberla formeducheveu,ainsiqu'un
outil decoupe,lesauteursparviennentàgénérerdifférentsstylesdecoiffureslisses.

Lee et Ko [LK01] ont exploité le mêmemodèlephysiquepour générerla forme globaledes
cheveux,maisdanssaversiondynamique- présentéeen Section3.2.Leur travail étendla méthode
d'Anjyo etal. entenantcettefois-ci comptedesinteractionsentrecheveux; cetteméthoded'interac-
tionsestprésentéedansla suite.Deplus,desondulationspeuventêtrecrééesdemanièregéométrique,
et unoutil decoupeestégalementdisponible.

Notonstoutefoisquedanscesdeuxapproches,l'opérationdecoupen'estpasphysique(i.e. elle
ne correspondpasà la suppressionde matière): elle estsimplementeffectuéelors de la phasede
rendudesprimitivesgéométriquescomposantlescheveux(lessegmentsmarquéscommeétantsitués
endessousd'unecertainealtitudedecoupenesonttoutsimplementpasaf�chés). Decefait, la forme
duhautdela coiffureestla mêmequelquesoit le niveauoùlescheveuxsont“coupés”,contrairement
àcequi seproduitpourdescheveuxréels.
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b) Champsdevecteurs

Les autresapprochesphysiquesvisantà modéliserdescoiffuressebasentpratiquementtoutes
surla dé�nition d'un champdevecteursdansl'espacepourgénérerla formedela chevelure[Sta95,
HMT00,Yu01,CK05a]. Ceschampsde vecteurspeuvent êtreen 2D ou en 3D, statiquesou dyna-
miques.Finalement,cesméthodesétendentle conceptde forcescoiffantesdéjà utiliséesdansles
méthodesprésentéesauparagrapheprécédent.

FI G. 1.23:Modélisationdela chevelurecommeunmilieu �uide [HMT00].

Stam[Sta95]a montréqu'une chevelurepouvait êtremodéliséeà partir de particulesévoluant
dansun champcontinudynamique.Une telle particulea uneduréede vie �xée, et chaquecheveu
correspondautrajeteffectuéparuneparticuleaucoursdesonexistence.Ainsi, la longueurdela che-
velurepeutêtremodi�ée enjouantsurla duréedevie desparticules.Lescheveuxpeuventégalement
êtreanimésenfaisantévoluerlechampdemouvementdesparticulesaucoursdutemps.Lescollisions
entrecheveuxsontautomatiquementgéréesparla continuitédu champdemouvement,qui imposent
quelestrajectoiresdesparticulesnesecroisentjamais.Pourmodéliserdescoiffurescomplexes,l'uti-
lisateurpeutperturberlocalementunetrajectoiredeparticules,et ainsicréerdesondulationsou des
bouclesauseindela chevelure.

Dansle mêmeesprit,Hadapet Magnenat-Thalmann[HMT00] modélisentunechevelurepar les
lignesde courantd'un �uide stableen 2D s'écoulantde hauten bas,et contournantles obstacles
forméspar la têteet lesépaulesdu personnage(voir Figure1.23).Là encore,la continuitédu �uide
garantitquelescheveuxnesecroiserontpas.Destourbillonslocaux(vortex) sontutiliséspourper-
turberlocalementle �uide et créerdesboucles.De plus,un modèleempiriqueau-dessusdu modèle
physiquepermetd'ajouterauxrésultatsobtenusun bruit contrôlé,a�n d'obtenirdescoiffuresmoins
lisses,etplusprochesdela réalité.Par la suite,cetteapprocheétéétendueà la simulationdynamique
dechevelures(voir Section3.2).

A�n degénérerdescoiffurespluscomplexes,tout enoffrant à l'utilisateur uneinterfaceinterac-
tiveavecunmaximumdecontrôlesurla formedela coiffure,Yu [Yu01]proposed'utiliser deschamps
de vecteursstatiquesen 3D. Ceschampspeuvent êtrequelconques(pasnécessairementcontinus),
et généréspar l'utilisateur assezsimplementà partir d'un certainnombrede champsélémentaires
disponiblesdansune bibliothèque.Chacunde ceschamps,provenantpour la plupart du domaine
de l'électromagnétisme,déformela cheveluredemanièrespéci�que(répulsion,enroulementautour
d'un axe, créationd'ondulations,etc.).En combinantceschampsélémentaireset en leur affectantà
chacununein�uence localesur la chevelure,il estainsi possiblede créerun champglobal en 3D,
relativementcomplexe, qui représenteles directionsdescheveux dansl'espace.Chaquecheveu est
ensuiteautomatiquementtracédepuisla racinecommeunesuitedesegments,ensuivantpasàpasla
direction3D indiquéeparle champglobal,jusqu'àcequele cheveuatteignela longueurdésirée(voir
Figure1.24,àgauche).
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FI G. 1.24: Champdevecteurs 3D pour dé�nir le styledela coiffure [Yu01] (à gauche)et modélisationd'une
tressepar descontraintesdetrajectoire [CK05a] (à droite).

Choeet Ko [CK05a] utilisent égalementdeschampsde vecteurs3D, mais tiennentcomptede
l'élasticité naturelledescheveux pour générerdescoiffures.Chaquecheveu est modélisécomme
une suitede segments,et pour chaquecheveu, l'algorithme calcule,via une minimisationd'éner-
gie, les anglesentremorceauxde droite qui tiennentcompteau mieux à la fois de l'in�uence du
champde vecteursglobal,et de la tendancedescheveux à recouvrerleur formenaturelleau repos.
Une autrecaractéristiqueimportantede cetteméthodeestla possibilitépour l'utilisateur de dé�nir
descontraintespourmodéliserla chevelure.La spéci�cationd'unecontrainteproduit localementun
champdevecteurscontraint,qui vasesuperposerauchampdevecteursglobal.Le mêmealgorithme
deminimisationd'énergie estalorsappliquépourcalculerla déformationdela chevelureenprésence
d'une contrainte.En pratique,l'utilisateur peutspéci�er trois typesde contraintes: descontraintes
ponctuelles,descontraintesde trajectoire,ou descontraintesdirectionnelles.De tellescontraintes
s'avèrenttrèsutilespourcréerdescoiffurescomplexesforméesd'unequeuedecheval, d'un chignon,
detresses,decouettes,etc.(voir Figure1.24,àdroite).

c) Ajout devolume dansla chevelure générée

Alors quela plupartdesméthodesgéométriquesconfèrentdemanièreintrinsèqueduvolumeà la
chevelure- par l'utilisation deprimitivesgéométriquesvolumiquesdansla modélisation- il n'en est
pasdemêmepourlesméthodesparmodèlephysique,qui doiventexplicitementtraiterlesinteractions
entrecheveux(onmodélisedirectementlesforcesappliquées)a�n degénérerdescoiffuresprésentant
un volumeraisonnable.

Nousavonsdéjàvuquelesapprochesqui représententlachevelurecommeunmilieu �uide [Sta95,
HMT00] tiennentcompteimplicitementdecesinteractionsdansleur modèle,dansla mesureoù les
lignesdecourantdu �uide nepeuventsecroiser.

La détectiondecollisionsentrecheveuxétantuneopérationtrèscoûteuse,etdoncpeucompatible
avecla contrainted'interactivité imposéeparun systèmedemodélisationdecoiffures,Leeet al. ont
développéunetechniquequi ajoutedu volumeà la coiffure sanssepréoccuperdescollisionsexactes
seproduisantentrecheveux.Le principereposesur l'hypothèsesuivante: lescheveux plantéshaut
surle crânedoivent toujoursrecouvrirlescheveuxplantésplusbas.L'idée consistealorsà créerune
séried'enveloppesautourde la tête,enpeluresd'oignon,et à détecterla collision dechaquecheveu
avec l'enveloppecorrespondantà l'altitude du cheveu(plusun cheveuesthaut,pluson le testeavec
unegrandeenveloppe).Cetteméthoden'est autreque l'extensionde l'algorithme de détectionde
collisionsentrelescheveuxet la tête.Biensûr, ellenemarchequedansle casoù la têterestestatique
et orientéeverticalement.
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Choeet Ko [CK05a], quant-à-eux,considèrentla densitéde cheveux dansl'espacecommeun
indicateurde collisions : lorsquela densitéd'une région de l'espaceatteint un certainseuil, une
collisionestdétectéeet la chevelureestalorsforcéed'occuperun plusgrandvolume.

D'autresméthodesd'interactionsentrecheveux,spéci�quesà l'animation,serontprésentéesen
Section3.2.

d) Modélisation deseffetsde l'eau et desproduits coiffants

Commenousl'avonsvu en Section1.5, l'eau et les produitscoiffantsin�uent beaucoupsur la
formedescheveux,etsurlevolumetotaldelachevelure.Lesapprochesexistantesqui simulentcesef-
fetsutilisenttoutesunmodèledynamiquedecheveux[LK01,CJY02,WGL04].Wardetal. [WGL04]
utilisentun systèmedechaînesdeparticulesliéespardesressortspourreprésenterunechevelure,et
jouentsurla massedesparticulesetsurla raideurdesressortspoursimulerl'état mouillédescheveux
ou l'ef fet de produitscoiffants.Dansle casdescheveux mouillés,les particulescomposantchaque
cheveuvoient leur masseaugmenterde45%,et demanièretrèsétonnante,la raideurdesressortsest
égalementaugmentée,alorsquedansla réalité, la raideurdescheveux diminuefortementlorsque
ceux-cisontmouillés! Le volumedesmèchesestégalementréduit demanièreprocéduralelorsque
lescheveuxsontmouillés.

Lesautresapprochesétudientplutôt le comportementdynamiqued'unecheveluremouillée,aussi
lesprésenterons-nousplusendétailenSection3.2.

FI G. 1.25:Comparaisonentre descheveuxsecs(a) et mouillés(b) [WGL04].

Modélisation de la forme des cheveux par des méthodes à base d'ima ges

Lesméthodesdecréationdecoiffureparmodèlephysiqueautomatisentenpartiela phasedecréa-
tion de coiffure, et doncpermettentd'accélérernotablementce processus.Cependant,la plupartde
cesméthodessontincapablesdegénérerautomatiquementla géométrie�ne d'unecheveluredonnée
(boucles,ondulations,variationsaléatoires,etc.),et ont doncrecours,commenousl'avonsvu, à des
méthodesprocéduralesgéométriquespour ajoutercesdétails.A�n d'automatiserla créationen 3D
d'unecoiffure (ou plutôt, la partievisible d'unecoiffure), deschercheursont proposérécemmentun
toutnouveautyped'approchebaséesurla reconstructiondecheveuxàpartirdephotographies.

Kongetal. [KTN97] ontétélespremiersàutiliserdesphotographiesdechevelurespourfairede
la reconstructionautomatiqueen3D. Cependant,leurapprochenepermetdereconstituer, àpartir de
plusieurspointsdevue,quela géométriedu volumeoccupéparla chevelure,tandisquelescheveux
individuelssontgénérésauseindecevolumedemanièreheuristique.La méthodenegarantitdonc
aucuneressemblanceentrelesorientationsdescheveuxgénérésetcellesdesvraischeveux.

Grabli et al. [GSML02] ont alorsproposéunenouvelle idée: celled'analyserla ré�exion de la
lumièresurlescheveluresprisesenphotopourendéduirel'orientationlocaledescheveuxen3D.Pour
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cela,ils travaillentavecunseulpointdevue,maisutilisentunesourcelumineusemobileetcontrôlée,
ce qui leur permetde générerplusieursimagesd'une mêmechevelureéclairéedifféremment.Ces
imagessontensuiteanalyséeset �ltrées pourdéterminerlesorientations3D decheveuxqui sontles
plusplausibles.Mais cettetechniqueneparvientqu'à reconstituerla cheveluredemanièrepartielle.
Pariset al. [PBS04]on étenducetteapprochepour générerunereconstructionpluscomplète.Dans
cetteméthode,plusieurspointsdevuesontconsidérés,et la stratégieconsisteà testerplusieurs�ltres
orientésparpixel, etàchoisirl'orientationlocaledonnéeparle �ltre le plus�able àcetendroitprécis.
Cettetechniquepermetdereconstruiredemanière�dèle toutela partievisible dela chevelure(voir
Figure1.26),maisbienévidemment,lespartiescachées(cheveuxprèsducrâne,bouclesdecheveux,
etc.)nepeuventpasêtrereconstituéesparcetypedeméthodes.

FI G. 1.26:Cheveuxcapturésà partir dephotographies[PBS04].

Wei et al. ont récemmentamélioréla �e xibilité decetteapproche,entirant parti descontraintes
géométriquesinhérentesaux différentspointsde vue utilisés[WOQS05].Avec cettenouvelle mé-
thode,il n'estplusnécessaire,pourcapturerla géométriedela chevelure,demettreenplaceun pro-
tocoleexpérimentalcomplexe commec'était le casdans[PBS04],ni de contrôlerscrupuleusement
lesconditionsd'éclairagedela chevelure.

3.2 Animation de chevelures

FI G. 1.27:Cheveluresréellesenmouvement( c
�

ocregister.com).

Si denetsprogrèsont étéréaliséscesdernièreannéespour l'animation depersonnagesvirtuels,
la simulationdynamiquede leurs cheveluresresteencoreproblématique.Une chevelure humaine
esteneffet composéed'environ 150000cheveuxeninteractionlesunsavec lesautres: l'animation
synthétiqued'un systèmeaussicomplexeestdonctrèsdif�cile, autantsurle planduréalismesouhaité
quesurla gestiondel'ef �cacité dessimulations.La plupartdesméthodesqui existaientlorsquecette
thèsea débuté restaientlimitéesà desanimationsde chevelurestrès lisses,pour desmouvements
simples.Depuis,denombreusesméthodesadaptativesontfait leurapparition,etontconsidérablement
améliorél'ef �cacité dessimulations.Parcontre,onestencoreloin depouvoir réaliserdesanimations
physiquementréalistesdecheveux.
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Unedesprincipalesdif�cultés provient dela natureanisotropedu cheveuquenousavonsdécrite
en Section1.5 : un cheveu peutfacilementsecourber, maisil esttrèspeuextensible; en outre,un
cheveu tendà retrouver saforme initiale unefois quelescontraintesexercéessur lui disparaissent.
En�n, lescheveuxsontdesobjetstrès�ns et trèslégers,encontactpermanentou transitoirelesuns
aveclesautres.Il paraîtdoncimpossibledeprendreencompte,endestempsraisonnablesdecalcul,
touslesmouvementsindividuelsainsiqueles interactionsseproduisantauseinde la chevelure.De
plus, la natureexactedesinteractionsentrecheveux ainsiquelesphénomènesélectrostatiquessont
encorerelativementpeuconnus.Aucunmodèlemacroscopiquedecesinteractions,mêmethéorique,
n'estdisponibledansla littérature.

Animation de cheveux individuels

Trois familles de modèlesont étéproposéesen informatiquegraphiquepour simuler la dyna-
miqued'un cheveuindividuel : leschaînesmasses-ressorts, la dynamiqueprojectiveangulaire, et les
chaînesdecorpsrigidesarticulés. Chacundecesmodèlesestdécritdansla suite,etévaluéentermes
deréalismeet decapacitéà interagiravecl'extérieur.

a) Systèmesmasses-ressorts

Rosenblumet al. [RCT91] ont présentéunedespremièresméthodesvisantà animerdesche-
veuxindividuels.Danscetteapproche,chaquecheveuestreprésentécommeunechaînedeparticules
connectéespar desressortsraideslongitudinaux,ainsi que desressortsangulaires(appeléschar-
nières).Chaqueparticulepossèdealorstrois degrésde liberté,un en translationet deuxenrotation,
et lesressortsangulairesmodélisentla rigidité du cheveuen�e xion. Cetteméthodeestsimpleet fa-
cile à implémenter, cependantelle ne tient pascomptede certainescaractéristiquesimportantesdu
cheveu,tellesquesarigidité entorsion,ouencorele fait qu'il estpeuextensible.Pourrestreindreles
élongationslongitudinalesdu modèleaucoursdel'animation, il faututiliser desressortstrèsraides,
cequi conduità deséquationsmal conditionnées,sourcesd'instabilitésnumériques.En utilisantdes
pasdetempstrèspetitspourlimiter cesinstabilités,lesauteurssontparvenusàsimulerenviron 1000
cheveux,maisauprix d'un tempsdecalculconsidérable.

Beaucoupdeprogrèsontétéréalisésdepuisdansla formulationdessystèmesmasses-ressorts,en
particulierdansle domainedela simulationdevêtements.Baraff et Witkin [BW98] ont montréque
lesschémasd'intégrationimplicite6 sontbienadaptésauxproblèmesraides,car ils garantissentune
stabilité inconditionnelledu système,mêmepour desgrandspasde temps.Quelquesméthodesde
simulationdecheveuxontainsiutilisé,plustard,desschémasimplicitespourcalculerle mouvement
dechaînesmasses-ressorts[WL03]. D'autresméthodes[PCP01]simulantdesmèchesbouclées,donc
légèrementextensibles,ont pu autoriserles ressortsà êtreplus mous,ce qui leur a permisd'utili-
serdesschémasd'intégrationexplicites,plussimplesà programmeret surtoutplusef�cacesqueles
schémasimplicites.

b) Dynamiqueprojective angulaire

L'approchela plus connuepour simuler descheveux individuels a été proposéepar Anjyo et
al. [AUK92]. Initialement,lorsdela phasedemodélisationdela coiffure (voir Section3.1),la forme
aureposdescheveuxestdonnéeparuneéquationsimpli�ée dela statiquedespoutres.Chaquecheveu
estensuiteconsidérécommeunechaînede segmentsrigidessi , et sonmouvementdynamiqueest
calculéainsi:

6Un rappelsurlesschémasd'intégrationnumériqueestfait auChapitre2.
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– Chaquesegmentsi estassimiléà unedirectiondansl'espace,et peutdoncêtreparamétrépar
descoordonnéessphériquesf (azimut)etq (zénith)(voir Figure1.28,àgauche).

– La forceexterneF s'appliquantsur le segment(parexemplele poids)estprojetéesur le plan
Pf etsurle planPq, dé�nis respectivementparlesanglesf et q. La projectionlongitudinalede
la forceestquant-à-ellenégligée,puisqu'ellen'estpascenséeaffecterle segmentrigide.

– Le principefondamentalde la dynamiqueestalorsappliquépour chacundesdeuxdegrésde
liberté f et q du segment,cequi donnedeuxéquationsdifférentiellesscalairesd'ordre 2, qui
sontrésoluesnumériquementà chaquepasdetemps.Notonsquela méthodecalculetoujours
la con�gurationdessegmentscomposantun cheveudepuisla racineversla pointe.

– Les collisionsentreles cheveux et la têtesont traitéessimplementpar un pseudo-champde
forcesissudela tête,cettedernièreétantmodéliséecommeun ellipsoïde.

FI G. 1.28: À gauche, le systèmedecoordonnéespolairesadaptéà unsegmentdecheveu.À droite, la simulation
de20000cheveuxindividuelsutilisantdeséquationsdynamiquesangulaires[AUK92].

Cetteméthodeprésentede trèsnombreuxavantages: elle estfacile à implémenter, stable,ef�-
cace(desdizainesde milliers de cheveux peuvent êtresimulésainsien destempsde calcul raison-
nables),et elle produit de bonsrésultatssur descheveux raides(en particulier, la conditiond'inex-
tensibilitédescheveux estintrinsèqueau modèle,et la rigidité en �e xion estmodéliséede manière
convaincante).Celaexpliquepourquoitantdechercheursontparlasuiterepriscetteapproche[KAT93,
DMTKT93,RH96,LK01,WLL � 03], enparticulierpouranimerdesgroupesdecheveux.

Cependant,commeellesimpli�e toutdemêmebeaucouplaphysiqueducheveu(parexemple,elle
nemodélisepasle phénomènedetorsiondu cheveu,ni l'in�uence de la partieinférieuredu cheveu
surla partiesupérieure),cetteméthodepeutgénérerdescomportementsirréalistesdela chevelure,en
particulierdansle casdecollisions.

c) Chaînede corps articulés

Plusieursapprochesont animédescheveux individuelsensimulantla dynamiquedechaînesar-
ticulées[HMT01,CJY02].Pluscomplexe quel'approcheprécédente,cetteapprochemodéliseaussi
plus �dèlement la physiquedescheveux,encesensquelescontraintesinternesaucheveusonttrai-
téesde manièrebilatérale(la partiesupérieuredu cheveu a unein�uence sur la partieinférieure,et
réciproquement).De plus,lessystèmesdechaînesarticuléessontbienconnusdansle domainedela
robotique,etdesalgorithmesef�cacesontdéjàétémisaupointdepuisuncertaintempspoursimuler
la dynamiquedetelssystèmes[Fea87].

Hadapet Magnenat-Thalmann[HMT00] ont proposéun modèledynamiquedecheveuxhybride
tenantcompteàla fois ducomportementindividueldescheveuxetdelacomplexité desinteractionsse
produisantentrecheveux.La chevelureestglobalementconsidéréecommeun milieu continupourla
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FI G. 1.29:Cheveudé�ni commeunechaînearticuléeouverte[HMT01].

gestiondesinteractions(voir Sectionsuivante),tandisquequelquescheveuxindividuelssontsimulés
pour accroîtrele réalismevisuel. Chaquecheveu est représentéà l'aide d'une chaînearticuléeou-
verte,paramétréeparsescoordonnéesréduites(ou généralisées),a�n deneconserver quelesdegrés
delibertécorrespondantà la courbureetà la torsion(l'étirementet la compressionsontinterdits).Par
conséquent,celarevient à modéliserchaquecheveu parun ensembledesegmentsrigidesconnectés
entreeuxpardesliaisonssphériques,comportantchacunetrois degrésde liberté (voir Figure1.29).
En plusdu poids,deuxtypesde forcess'exercentsurchaquesegment: d'une part,uneforce,fonc-
tion desparamètresdesliaisons,qui tient comptede la rigidité du segmenten �e xion et entorsion;
d'autrepartuneforceenréponseauxinteractionsqui seproduisentdansla chevelure(collisionsentre
cheveux,collisionsentrela chevelureet le corps,et interactionentrela chevelureet l'air), calculée
parsimulationdu milieu continu(voir Sectionsuivante).La dynamiquedu systèmeestsimuléepar
l'algorithmedeFeatherstone[Fea87],avecunecomplexité linéaireennombredesegments.Changet
al. [CJY02]utilisentuneapprochesimilairepouranimerdescheveuxdirecteursguidantla chevelure.

d) Évaluation

Le tableausuivantrécapitulelespropriétésassuréesparchacundesmodèlesdynamiquespourun
cheveuindividuel.

Masses- Dynamique Chaînede corps rigides
ressorts projective articulés

Flexion oui oui oui
Torsion non non oui
Inextensibilité non oui oui
Frisure non non non
Forcesexternes facile dif�cile dif�cile

TAB. 1.3: Analysedesmodèlesdynamiquesdecheveuxindividuels.Évaluationdechaquemodèle, selonles
critèressuivants: rigidité en �exion, rigidité en torsion, contrainte d'inextensibilité,prise en comptede la
frisure, et capacitéà prendreencomptecorrectementdesforcesextérieures.

D'après le Tableau1.3, on remarqueque le modèlede chaînearticuléepermetde prendreen
comptela plupartdespropriétésdésirées,contrairementauxautresmodèles.Cependant,il estdif�cile
d'imposerà ce modèledescontraintesextérieures- tellesquedesforcesde contactavec un objet
extérieur- demanièrestable.A�n detirer parti à la fois desmodèlesmasses-ressortset deschaînes
articulées,Choeetal. [CCK05] ontrécemmentintroduitunmodèlehybride,constituédeliensrigides
connectéspar desressortsangulairesmous.Ce modèlepermetune intégrationimplicite (et donc
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stable)dela dynamique,et unepriseencompterobustedescontraintesentrelescheveuxet le corps
du personnage.Cependant,la contrainted'inextensibilitén'estpasgarantieparcetteméthode.

En�n, remarquonsquemêmesi certainesd'entreellespeuventthéoriquementmodéliserun che-
veu avec uneforme au reposnon rectiligne,toutesles approchesprécédentesont étéutiliséespour
représenterdeschaînes“droites”, trèscertainementà causede la dif�culté à prendreen comptede
manièrestabledesraideursimportantesen�e xion et entorsion.Typiquement,aucundecesmodèles
n'a permisdereprésenterni d'animerprécisémentdescheveuxnaturellementbouclés.

Hypothèse de milieu contin u

Une chevelurehumaineestcertescomposéed'un trèsgrandnombrede cheveux,cependanton
peut remarquerque les cheveux ne se comportentpasindépendammentles unsdesautres.Aussi,
certainesapprochesconsidèrentquela chevelureprésenteun cohésionglobaleaucoursdu mouve-
ment,cequi leurpermetdemodéliserla chevelurecommeunmilieu continu,etaupassagederéduire
considérablementla complexité du systèmeàanimer.

a) Chevelure simuléecommeun milieu �uide

Hadapet Magnenat-Thalmann[HMT01] gèrentla complexité des interactionsentrecheveux,
entrelescheveuxet l'air, etentrelescheveuxet le corpsentraitantl'ensembledela chevelurecomme
un milieu continurégi parleslois dela dynamiquedes�uides. Cemodèlehybrideestcomposéd'un
nombrelimité decheveuxindividuelssimuléscommedeschaînesarticulées,plongésenquelquesorte
dansun milieu continureprésentépardesSPH7, et soumisauxlois dela dynamiquedes�uides. Les
interactionsentrelescheveuxindividuelset le �uide environnantserventainsiàmodéliserlesinterac-
tionsseproduisantauseindela chevelure.Le mouvementcompletdela cheveluresecomposedonc
d'un mouvementglobal, régi par la dynamiquedes�uides, et du mouvementà plus �ne échellede
quelquescheveuxindividuelsvisantà accroîtrele réalismevisueldel'animation.Le résultatproduit
estassezconvaincant,dansla mesureoùle volumedela chevelureestcorrectementpréservéaucours
d'uneanimation.

FI G. 1.30: Chevelure représentéecommeun milieu continu par Hadap et Magnenat-Thalmann[HMT01].
a) Pointsdevueeulérienet lagrangien.b) Animationd'unechevelurepar [HMT01].

L'inconvénientde cetteméthodeestqu'elle conduità desanimationsde chevelurestrès lisses,
où n'apparaissentpas les discontinuitésque l'on observe dansle casréel. Récemment,Bandoet
al. [BCN03] sesont inspirésde cetteidéede milieu continupour la chevelure en l'étendantà un
modèleadaptatif.Cetteméthodeestprésentéedansla suite.

7SmoothedParticleHydrodynamics.CemodèleestexpliquéauChapitre2.
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FI G. 1.31: À gauche, lesparticulesdé�nissantlescheveux,lessegmentsdedroite indiquentl'orientation des
particules.À droite, l'animation par desmouvementsdetêtedela chevelureainsi représentée[BCN03].

b) Inter polation de la chevelure autour de quelquescheveux dir ecteurs

Si l'on considèrequela chevelureprésenteunecohésionglobaledanssonaspectpendantle mou-
vement,on peutalorssecontenterd'animeruniquementquelquescheveuxdirecteurs,puisd'étendre
cemouvementaurestedela chevelureparinterpolation.Cettetechniqueaétéproposéeil y aunedi-
zained'années[DMTKT93]. L'inconvénientestqu'elle nes'appliquequ'à deschevelurestrèslisses,
etqui,encoreunefois,neprésententaucunediscontinuitélorsdumouvement.Enoutre,cetteméthode
posele problèmedescollisionsentrela chevelureet le corps,puisqueseulslesquelquescheveuxdi-
recteurssontcapablesde détecterune interpénétration.Changet al. [CJY02] utilisent desbandes
de trianglesreliant les cheveux directeurspour pallier à cet inconvénient.La gestiondescollisions
entrecheveuxconsistealorssimplementà traiter les interactionspouvantsurvenir entrelescheveux
guideet cestrianglesintermédiaires,ce qui estpeucoûteux.De plus,descheveux guidesontauto-
matiquementajoutésdemanièreadaptative a�n degarantirquel'ensembledescheveux guidereste
convenablementdistribuédurantle mouvement.

FI G. 1.32: À gauche, les bandesde trianglesutiliséespour la détectionde collision, dansle cas (a) d'une
brosseet (b) d'unechevelure. À droite, le modèleéparsen(c) decheveuxcomposédeliensstatiques,et l'image
correspondanteen(d) avecle rendudecheveuxdenses[CJY02].

Chevelure animée comme un ensemb le de mèches disjointes

L'hypothèseselonlaquellela chevelureestun milieu continuestdiscutable: en effet on peut
remarquerquetoutechevelure,aussilissesoit-elle,peutsubir desdiscontinuitésdanssaforme,au
reposaussibienqu'enmouvement(voir Figure1.34,àgauche).

Ainsi, uneautreidéeestdeconsidérerquela chevelureprésentenonpasunecontinuitéglobale,
maisdescohésionsinterneslocales. La chevelureestalorsmodéliséecommeun ensemblede pri-
mitivesgéométriquesappeléesmèches, quel'on animeséparément.Évidemment,cettemodélisation
permetaussideréduirele nombred'élémentsindividuelsàanimer, toutengardantunecertainecom-
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plexité pour la chevelure.Plusieurstravaux sesont baséssur cetteapproche,certainssimulantun
nombreréduitdemèchesgrossières[FS01],d'autresutilisantdesmèchessurfaciques[KH00,KH01],
ou volumiques[PCP02,NT04], cesmèchespouvantêtredéformablesou rigides.

A�n de traiter les interactionscomplexesseproduisantentrecheveux au coursde mouvements
importants,Planteet al. [PCP01]ont introduit un modèlede mècheà plusieurscouches.Dansce
modèle,appelémodèled'interactionsanisotropes, les collisionsentremèchessonttraitéesde deux
manièresdifférentes,enfonctiondel'orientationdesmèchesenjeu (voir Figure1.33):

– Si lesmèchessontquasi-parallèles,on considèrequ'il n'y a pasvéritablementcollision,mais
plutôt unecontinuitédansle mouvement.Lesmèchess'interpénètrent,et sontsoumisesà des
forcesdefrottementvisqueux.

– Si lesmèchesont desorientationsdifférentes,on considèrequ'il y a collision, avec disconti-
nuitédansle mouvement.Lesdeuxmèchesserepoussent,demanièretrèsdissipative (pasde
rebond).

FI G. 1.33: À gauche, élémentsdé�nissantunemèchevolumiquedéformable[PCP01]. Au centre, deuxmèches
quasi-parallèleseninterpénétration,soumisesà desfrottementsvisqueux.À droite, collisionentredeuxmèches
nonparallèles.

FI G. 1.34: Le modèlede mèche en couches[PCP01] (à droite) capture à la fois la continuitéglobaleet les
discontinuitéslocalesquel'on peutobserverdansunevraiechevelureenmouvement(à gauche).

Cependanttoutescesméthodessont loin d'être interactives.À titre d'exemple,les simulations
réaliséesparPlanteetal. ontnécessitéuntempsdecalculd'environ 40secondesparimage,soit1000
fois plusquecequ'il faudraitauminimumpourêtreentemps-réel.
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Méthodes d'animation multirésolution

Toutesles méthodesprécédentesqui tiennentcomptedesinteractionsentrecheveux sont loin
d'êtreinteractives.Récemment,desméthodesadaptativesontétémisesaupointa�n deminimiserles
tempsdecalculdesimulationtout enpréservantaumaximumle réalisme.

Wardetal. [WLL � 03] modélisentunechevelureenutilisanttroisniveauxdedétailgéométriques:
desbandesdecheveux2D auniveaule plusgrossier, desgroupesdecheveux3D auniveauintermé-
diaire, et descheveux individuelsau niveaule plus �n. Les transitionsentrecesniveauxde détail
sontgéréesdynamiquementaucoursdu mouvementenfonctiondecertainscritèresvisuels,comme
la positionde la caméraparexemple.Cetteméthodes'avèreef�cace, en particulierpour l'étapede
rendu.

FI G. 1.35: Représentationpar niveauxde détail de la chevelure [WLL � 03]. À gauche : (a) bandede che-
veux2D, (b) groupede cheveux3D, (c) cheveu individuel, et algorithmede balayage de sphères pour la
détectionde collision : (d) balayage sur un point, (e) balayage sur une ligne, (f) balayage sur un rec-
tangle[WLL � 03]. À droite, cheveuxlongset bouclés�ottant dansle vent,représentéspar différentsniveaux
dedétail.

Bandoet al. [BCN03] ont modéliséla chevelurepar un ensemblede particulesSPHen inter-
action les unesavec les autres,chacunedesinteractionss'adaptantau coursdu mouvement(voir
Figure 1.31).Dansce modèle,une particulereprésenteune certainequantitéde chevelure,munie
d'une orientation(l'orientation d'une particuleétantl'orientation moyennede l'ensembledesche-
veux représentéspar la particule).Initialement,on construitdeschaînesde connexion entreparti-
culesvoisinesalignéesselonl'orientationdescheveux: deuxparticulesvoisinesayantdesdirections
proches,et tellesqueleurspositionssontégalementalignéesseloncettedirection,sontreliéesparun
ressort(d'autantplusraidequel'alignementestimportant).Cettecon�gurationinitiale estpréservée
toutaulongdumouvement,puisqu'elletraduitla cohérencespatialedesinteractionsentreparticules.
Au coursdu mouvement,chaqueparticuleestsusceptibleenplusd'interagiravecdesparticulesap-
partenantà sonvoisinagecourant(différentdu voisinageinitial). La méthodeproposede gérerces
interactionsdynamiquesentrecheveux en établissantdes liens entreparticulesproches,liens qui
disparaissentlorsqueles deuxparticulesne sontplus voisinesl'une de l'autre. La méthodefacilite
ainsi les séparationset regroupementstransversauxde cheveux, tout en garantissantune longueur
constantepourla chevelure.À chaquepasdetemps,la recherchedesvoisinagesdechaqueparticule
esteffectuéedemanièreef�cace grâceàunegrille devoxels.

La méthodequenousprésentonsauChapitre3 relève égalementd'unestratégiemultirésolution,
etseconcentresurla représentationdela cheveluresousla formed'unearborescenceadaptative,dont
nousexpliqueronslesavantages.Publiéeen2003auSymposiumonComputerAnimation[BKCN03],
cetteapprocheaétéconçueindépendammentdestravauxcitésplushaut.
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3.3 Rendu de cheveux

FI G. 1.36:Effetsdela lumièresurdescheveuxréelsdecouleursvariées( c
�

J. Gray).

Pourrendreunechevelurehumainedemanièreréaliste,il estnécessairedeprendreencompteàla
fois lespropriétésoptiquesdechaque�bre capillaire,quenousappelleronspropriétéslocalesd'illu-
mination,ainsiqueles interactionslumineusesseproduisantentrelescheveux,appeléespropriétés
globales.

Avant toutechose,il fautconvenir d'une représentationgéométriqueappropriéedela chevelure,
surlaquelleon puisseensuites'appuyerpourengénérerle rendu.La chevelurepeutêtrereprésentée
soitdemanièreexplicite, soitdemanièreimplicite. Nousdécrivonsensuitelespropriétésdedispersion
dela lumièrecaractéristiquesd'une�bre capillaire.Cettesectionpasseenrevuelesdifférentsmodèles
qui ontétéproposéspourrendrecompte�dèlementdecespropriétésoptiqueslocalesqui traduisentla
naturedesre�ets dela chevelure.Lespropriétésglobalesconcernentquant-à-ellesla manièredontles
cheveuxseprojettentmutuellementdel'ombre; cephénomèned'auto-ombrageestessentielpuisqu'il
contribuedefaçonprimordialeà l'impressiondevolumed'unechevelure.

Représentation des cheveux pour le rendu

Les choix possiblespour un algorithmede rendude cheveux dépendentlargementde la repré-
sentationsous-jacenteutiliséepour modéliserla géométriedescheveux. Par exemple,les modèles
explicitesfont appelà desalgorithmesderenduprenantenentréedesprimitivesgéométriquestelles
quedessegmentsou destriangles,tandisquelesmodèlesvolumiquesnepeuventêtrerendusquevia
desalgorithmessachantgérerlesreprésentationsimplicites.

a) Représentationexplicite
Lorsquel'on utilise unereprésentationexplicite pour lescheveux,celasigni�e quechaqueche-

veudoit êtretracédemanièreindividuelle.Un cheveu individuel sereprésentedemanièrenaturelle
par un cylindre incurvé.Un despremierstravaux sur le rendude cheveux, menéspar Watanabeet
Suenaga[WS92] proposeunereprésentationdescheveux pardesprismestrigonaux; danscettere-
présentation,chaquemèchedecheveuxestvuecommeunesériedeprismesreliésentreeuxpartrois
faces.En attribuantuneuniquecouleurà chaqueprisme,cetteméthodesupposequela variationde
couleurd'un cheveudanssonépaisseurestnégligeable.D'autresapprochesreprésententlescheveux
parunebandecontinuedetriangles,chaquetriangleétanttoujoursorientéfaceàla caméra.Neulander
etvandePanne[NdP98]ontprésentéunetechniquequi discrétisedemanièreadaptative la géométrie
incurvéedescheveuxet produitun ensembledepolygonesdont le nombreet lesdimensionsvarient
enfonctiondela distanceà la caméra,dela courburegéométriquedecheveux,etc.
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Lors du rendud'unereprésentationexplicite, desproblèmesd'aliasage,causésparla naturegéo-
métriquetrès particulièredescheveux (un cheveu est extrêmement�n - 0.1 mm de diamètreen
moyenne),peuventsurvenir. Eneffet, dansdesconditionsnormalesdevisualisation,l'épaisseurd'un
cheveu projetésur l'écran est beaucoupplus petite que la taille d'un pixel. Cettepropriétéest la
caused'importantsproblèmesde sous-échantillonnage dansles algorithmesde rendude géométrie
polygonale.Tous les algorithmesde rendubaséssur une géométrieexplicite déterminentla cou-
leur d'un pixel (ou la profondeur)en fonction d'un nombrelimité d'échantillonsdiscrets.Le sous-
échantillonnagecréedeschangementsbrutauxdecouleurs,ouencoredesarêtesbruitéesautourdela
chevelure.En augmentantle nombredeprimitivesutilisées,on parvientà réduirele problème,mais
avecun tauxfaibledeconvergence[Mit96], etparconséquent,auprix d'algorithmeslents.

LeBlancet al. [LTT91] ont résolule problèmeeneffectuantun mélangeappropriédescouleurs
despixels,à l'aide detechniquesde“blenderbuffer”. Danscetteméthode,chaquecheveuestdessiné
commeunelignebrisée,et la couleurombréeestmélangéeàun pixel buffer. Puisétantdonnéqu'un
mélangeà basedetransparencealphaestutilisé, l'ordre detracerestsoigneusementrespecté,enaf-
�chant d'abordlespolygonesloin dela caméra.Kim et Neumann[KN02] ont égalementutilisé une
approximationdu tri parvisibilité a�n derendredescheveuxavecunevaleurdetransparence.

b) Représentationimplicite
Lestexturesvolumiques(ou texels) [KK89, Ney98] évitentle problèmedel'aliasageenutilisant

desfonctionsd'ombragepré-�ltrées. On considèrecommeprimitive élémentaireunecellule volu-
miquedont différentesrésolutionspeuvent facilementêtrepré-calculéespour uneutilisation multi-
échelleensuite.Le coûtdu lancerderayonnécessairepour rendrecesvolumesestrelativementrai-
sonnablepourdescheveuxcourtsou pourdela fourrure,maispeutdevenir trèslourd dansle casde
longscheveux.De plus,si lescheveuxsontanimés,de telsvolumesdoiventêtremis à jour et donc
recalculésàchaquepasdetemps,cequi amenuisenettementlesavantagesdu pré-�ltrage initial.

La méthodederenduappliquéesurlemodèledemèchesàbasedecylindresgénéralisésdeYanget
al. [YXYW00] exploite la géométrieimplicite de la chevelure.Chaquegroupede cheveu est tout
d'abord approchépar uneenveloppeenglobantepolygonale.Lorsqu'un rayon frappecettesurface
polygonale,lesfonctionsdedensitéprédé�niessontutiliséespourcalculerla densitéaccumulée.En
approximantlesdétailsà hautefréquencepardesfonctionsde densité,la méthodegénèreainsides
imagesdecheveluresantialiasées.

Propriétés de disper sion de la lumière dans les cheveux

La beautéd'une chevelureestessentiellementliée à sabrillancesi particulière,causéepar des
re�ets caractéristiquesémisparchaque�bre individuelle sousl'ef fet de la lumière.Pourmodéliser
�nement l'apparenced'unechevelure,il estainsiindispensablederendrecomptedela manièredont
chaque�bre capillaire renvoie ou absorbela lumière incidente.Un tel modèlereprésente,pour le
rendudecheveux,cequelesmodèlesderé�exion desurface(ou modèleslocaux)sontaurendutra-
ditionneldesurfaces.

a) Propriétésoptiquesdu cheveu
La structureinterneducheveua déjàétéprésentéeenSection1.3.Une�bre capillaireestconsti-

tuéedeprotéinesamorphesqui secomportentcommeunmilieu transparent,etdontl'indice deréfrac-
tion esth

�

1 � 55 [Rob02,SGF77].Le cortex et le canalmédullairecontiennent,commenousl'avons
vu précédemment,despigmentsqui absorbentla lumière,et cede façondépendantede la longueur
d'onde.Cesontcespigmentsqui donnentleurcouleurauxcheveux.
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b) Notationset radiométrie
La Figure1.37indiquelesnotationschoisiespourétudierl'optiquegéométriqued'une�bre capil-

laire.Onappelleplannormalle planperpendiculaireà la �bre. Onnotewi la directiond'illumination
et wr la directiondanslaquelleon calcule(ou mesure)la lumièreré�échie. Cesdeuxdirectionssont
orientéesdu cœurde la �bre vers l'extérieur, et sont repéréesà l'aide de coordonnéessphériques.
Leursangles(algébriques)par rapportau plan normalsont respectivementnotésqi et qr , et ce de
sortequ'unevaleurde 0 degré représenteun vecteurperpendiculaireà l'axe du cheveu.Lesangles
(algébriques)de rotationautourde l'axe principal du cheveu sontrespectivementnotésf i et f r , et
l'angle derotationrelatif f i �

f r - suf�sant pourcaractériserla dispersionde la lumièredansle cas
où l'on considèredes�bres desectioncirculaire- estnotéDf .

FI G. 1.37:Notationspour l'optique géométriquedansle cheveu[MJC � 03].

Les principesbien connusde la ré�exion sur unesurfacene s'appliquentpasdirectementà la
�bre, celle-ciétantplutôt traitéecommeun objetlinéique,àuneseuledimension.

Nousne détailleronspasici la formulationde la fonction de dispersionpour une �bre (que le
lecteurintéressépourratrouver dansnotreétatde l'art pluscompletmentionnéaudébut dececha-
pitre [WBK � 06]), maisnousnousattacheronssurtoutà reporterles principalesmesureseffectuées
par lesscienti�quesconcernantla dispersiondela lumièreparun cheveu,et à décrirelesprécédents
modèlesdéveloppéseninformatiquegraphiquepoursimulercephénomène.

c) Mesuresde la dispersionde la lumière par un cheveu
Dansla littératuretraitantdecosmétique,onpeuttrouverdesrésultatsconcernantla mesure,dans

le planincident,duphénomènededispersiondela lumièreàtraversuncheveu.Stammetal. [SGF77]
ontmesuréla ré�exion dela lumièreissued'unebandede�bres parallèles.Ils ontremarquéplusieurs
différencesnotablesparrapportà cequi étaitpréditparla théoriesurla dispersionà traversun objet
cylindrique : au lieu d'observer un uniquepic spéculaire,dansla directionsymétriquedu faisceau
incident, ils ont pu décelerla présencede deux pics spéculairesde part et d'autre de la direction
spéculairethéorique,et l'apparition d'un pic spéculairetrès net pour un faisceauincident rasant.
Les auteursont expliqué la présencede cesdeux pics spéculairespar le fait que la surfacede la
�bre capillairen'est paslisse,mais recouverted'écaillesqui dévientles rayonslumineux: un des
pics observéscorrespondalorsà la ré�exion directedesrayonsincidents,tandisquele secondpic
correspondà la ré�exion internedesrayonsincidents,commenousl'avonsdéjàmis enévidencesur
la Figure1.9.

Marschneret al. [MJC� 03] ont fait partde mesuressurdes�bres individuellesdansdescon�-
gurationsplusgénérales.En plusdemesuressur le planincident,ils ont effectuédesmesuressur le
plannormal.CesdernièresdécriventprécisémentlespicsdéjàobservésparBustardetSmith[BS91],
et expliquentnotammentcommentscespics évoluentlorsquel'on fait tournerun cheveu autourde
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sonaxe.Lesauteursévoquentcespicssousle termede“re�ets” et présententunesimulationdedis-
persionparun cylindre elliptiquequi prédit l'évolution decesre�ets. Desmesuressupplémentaires
montrentl'évolution despicsavecl'angle d'incidence,et ont permisainsidecompléterlesconnais-
sancesacquisesquantà la dispersiondela lumièreà traversles�bres capillaires.

d) Modèlesd'illumination locale

FI G. 1.38: Comparaisonentre le modèledeKajiya et Kay (à gauche),le modèledeMarschner(au milieu),et
unechevelure réelle (à droite). Lesre�ets primaire et secondaire sontnettementvisiblessur la photographie
dedroite (Figure tiréede[MJC � 03]).

Le premieret le plusrépandudesmodèlesdedispersiondela lumièreparun cheveuestcelui de
Kajiya et Kay, à l'origine conçupoursimulerle rendudefourrure[KK89]. Cemodèlesecaractérise
parla sommededeuxcomposantes,unecomposantediffuseet unecomposantespéculaire:

S� qi � f i � qr � f r �

�

kd �

ks
cosp

� qi �

qr �

cos� qi �

�

Kajiya et Kay ont calculéla composantediffuseen intégrantla radianceré�échie à traversun
cylindreopaqueetdiffus. Ils justi�ent leurcomposantespéculaireà l'aide del'argumentselonlequel
la ré�exion spéculaireidéalesurun cylindre parfait estcomprisedansun cône,et doncla ré�exion
surune�bre nonidéalesefait dansun lobeenveloppantcecône.Onpeutremarquerqueni l'intensité
du pic ni l'épaisseurdu lobespéculairenesontdépendantsdef i ni deDf (dépendanceseulementen
l'angle relatif Dq

�

qi �

qr ). Banks[Ban94]a présentéquelquesannéesplus tard le mêmemodèle,
fondésurdesexplicationsgéométriquessimpli�ées.

Dansun autrearticlesur le rendudefourrure,Goldman[Gol97] a proposéderaf�ner le modèle
enintroduisantunedépendanceazimutaleà la dispersiondela lumière.Danscenouveaumodèle,les
termesdiffus etspéculairessontmultipliésparun facteurfdir qui s'exprimeainsi:

fdir �

1
�

acosDf �

Kim [Kim02] a proposéun modèlealternatifpour la dépendanceen Df , qui tient comptede la
ré�exion et dela transmissionà traversdeuxlobesencosinus.

Marschneretal. [MJC� 03] ont récemmentproposéle modèlele pluscompletet le plusphysique
pour l'illumination localed'un cheveu.Leur modèleaméliorel'approchedeKajiya et Kay surdeux
pointsessentiels: d'une part, il prédit la variationde la ré�exion desrayonslumineuxselonla ro-
tation f autourde l'axe de la �bre, en prenanten comptela sectionelliptique du cheveu; d'autre
part, il modélisel'ef fet desécaillesdu cheveusur la ré�exion spéculaireet internede la lumière,et
obtientdonclesdeuxpics spéculairescaractérisésauparavant par les mesuresréellessur le cheveu
(voir Figure1.38).
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Auto-ombra ge

Le phénomèned'ombresportéesou auto-ombragecontribue trèsnettementà conféreruneappa-
rencedevolumeà la chevelure(voir Figure1.39).Dansle casd'une chevelurecomplète,composée
d'unecentainedemilliers de�bres très�nes et translucides,cephénomèneestd'autantplusdif�cile
à reproduiredemanièreà la fois convaincanteetef�cace.

FI G. 1.39: Importancede l'auto-ombrage sur l'apparenced'une chevelure. Comparaisonentre descheveux
auto-ombrés(à gauche),et sansombresportées(à droite) [LV00] ( c

�

Pixar AnimationStudios).

En général,on peutdistinguerdeuxtypesd'approchespourprojeterde l'ombre dansdesobjets
volumétriques: lescartesd'ombre2D, et le lancerderayonàtraversunegrille dedensitévolumique.

a) Cartesd'ombr e2D (2D shadow maps)
Danslesalgorithmestraditionnelsutilisantdescartesde profondeur, la scèneestrenduedepuis

le point de vuede la lumière,et la profondeurde chaquesurfacevisible eststockéedansunecarte
d'ombre 2D. Un point donnéseradansl'ombre si la distancedecepoint à saprojectionsur la carte
d'ombreplacéeà la sourcelumineuseestsupérieureà la distancestockéeaupréalableà cetendroit
dansla carte(correspondantà la distanceentrela surfacevisible dela scèneet cepixel de la carte).
Cet algorithmen'est pasadaptéau rendud'objetssemi-transparentstels quelescheveux,puisqu'il
nepermetdestocker qu'uneseuleprofondeurparpixel dela carte.Pourgérerl'auto-ombraged'ob-
jets translucides,Lokovic et Veach[LV00] ont proposéuneextensionauxcartesd'ombretradition-
nelles: lescartesprofondesd'ombre(deepshadowmaps). Pourchaquepixel dela carte,l'algorithme
stocke unefonctiondetransmittance(égalementappeléefonctiondevisibilité), qui donnela propor-
tion delumièrearrivantàchaqueprofondeurzéchantillonnéele longd'un rayonlancédepuisunpixel
dela carte.

Kim et al. ont proposéunemanièrepratiqued'implémentercetteapproche,qu'ils ont appelée
cartesd'opacité(opacityshadowmaps)[KN01], et qu'ils ont appliquéeaucasdu rendudecheveux
(voir Figure1.41).Ward et al. [WLL � 03] ont combinécetteapprocheavec unereprésentationdes
cheveuxpardifférentsniveauxdedétail,visantainsià optimiserl'animationet le rendudecheveux,
sanstoutefoisobtenirdessimulationscomplètes(animationet rendu)interactives.La techniquede
cartesd'opacitéa égalementétéexploitéepard'autresauteursqui ont tiré parti desnouvellesfonc-
tionnalitésdescartesgraphiquespouraccélérerencorela méthode,et obtenircettefois-ci un rendu
decheveuxinteractifvoire temps-réel[MKBR04,KHS04].

b) Renduvolumique
Le renduvolumiqueconstitueune approcheclassiquepour visualiserdesensemblesde don-

néesprovenantde grilles 3D [KH84]. Pour rendredesobjetssemi-transparentsavec desombres
portées,unepremièreétapeconsistegénéralementà lancerdesrayonsdepuisla sourcede lumière
versle volumeconsidéré,puisà stocker la fonctiond'atténuationdela lumière(dansdesvoxelspar
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FI G. 1.40: Algorithmedescartesprofondesd'ombre(DeepShadowMaps)[LV00]. Enhaut: rayondelumière
issud'unecaméra placéeà la sourcedelumière, qui passeau travers d'un pixel dela carted'ombre, et vient
illuminer la scène. En bas : la fonction t de transmittance(ou de visibilité) correspondante, stockéedans
chaquepixeldela carted'ombrecommeunefonctionlinéairepar morceaux.

FI G. 1.41: Algorithmedescartesd'opacitépour l'auto-ombrage(OpacityShadowMaps)[KN01]. Danscette
technique, le volumede la chevelure estpartitionnédemanière uniforme, perpendiculairementà la direction
de la lumière, en un ensemblede cartes2D qui stockent les valeurs alpha (à gauche).La chevelure ombrée
résultante(à droite).

exemple).Ensuite,le rendu�nal esteffectuépar tracerde rayonsdepuisla caméra.De tellesmé-
thodespeuvent rendreavecprécisiondesobjetsvolumétriquesde typenuageou fumée[KH84], ou
mêmedesgéométries�nes tellesquelescheveux [KK89]. Lesméthodesà basedetracerderayons
génèrentsouvent desrésultatsde bonnequalité,maisau prix de coûtsprohibitifs en termesde sto-
ckagemémoireet de tempsde calcul. Plus récemment,desapprochesditesde “splatting” ont été
développéesen�n d'accélérerl'ombrageet le rendude donnéesvolumétriques[NM01, ZC03]. Le
“billboard splatting”,correspondantàunemulti-projectiondetextures,apuêtreappliquéavecsuccès
aurendudenuages[DKY � 00]. Dansle casdescheveux,cegenred'approches'avèreeffectivement
ef�cace [BCN03], maisnesemblepasvraimentadaptéaurendudesdétailstrès�ns caractéristiques
d'unechevelure(voir Figure1.31,àdroite).
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4 Bilan

Cetétatdel'art a présentédiversesétudesportantsurlescheveuxet surleur modélisation.Nous
avonstoutd'abordprésentélespropriétésphysiquesducheveu,dontla connaissanceestessentiellesi
l'on veutparla suiteêtrecapabledesimulerdemanière�dèle le comportementmécaniqueouoptique
descheveux.Dansun secondtemps,nousnoussommesattachésà exposerbrièvementlesprincipes
etobjectifsspéci�quesdela sciencecapillaireetdela rechercheencosmétologie,puisquecettethèse
a étéengrandepartiemenéeenpartenariatavecdesindustrielsdeL'Oréal. En�n, nousavonspassé
enrevuelesdifférentsmodèlesnumériquesconçusdansle domainedel'informatiquegraphiquea�n
de modéliser, animeret rendredescheveux. Il ressortde cetteétudeque le domainedu renduest
à ce jour le plus avancé,car il existe déjà un certainnombrede modèlesdéjà physiquementtrès
réalistes,ainsiquedenombreuxtravauxpermettantun renduinteractifdetrèsbonnequalitépourdes
chevelurescomplètes.Par contre,la modélisationdecoiffures,et surtoutl'animationdechevelures,
posentencoredenombreuxproblèmes: étantdonnéela complexité desphénomènesmécaniquesen
jeudansunechevelurestatiqueouenmouvement,le réalismephysiqueet l'ef �cacité dessimulations
sontencoreloin d'êtreatteints.

FI G. 1.42: Renduentemps-réeldelongscheveuxenmouvement,enutilisant lesnouvellesfonctionnalitésdes
cartesgraphiques[ZFWH04]. Si l'apparencedela chevelure estmagni�que, le mouvement(pré-calculé)des
cheveuxresterelativementsimple, et soumisà defaiblesaccélérations( c

�

NVIDIA Corporation,2004).
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CHAPITRE 2

Modèles pour la simulation physique

ES TRAVAUX exposésau chapitreprécédentont montréque la simulationgra-
phiquedescheveluresestun problèmedif�cile. Pour l'abordersansa priori, et
êtrecapabled'innover, il est importantd'avoir unevision synthétiquedesdiffé-
rentesméthodespermettantde simulerdessystèmesphysiques,et en particulier
desmodèlesdéformables.C'est l'objet decechapitre.

Cet étatde l'art synthétiques'appuiesur plusieursouvragesde référenceen
mécanique[LL76] etenméthodesnumériques[AP88,Lam91],ainsiquesurdesétatsdel'art présen-
téseninformatiquegraphiquedansdifférentesthèsesrécentes[Deb00,Noc01,Len04],habilitationsà
dirigerdesrecherches[Mes02]ouencoresurlesarticlesderecherchedeBaraff [BW92,Bar96].Nous
renvoyonsdoncle lecteurversl'ensembledecesréférencespourplusdedétailssurle sujet.Pourun
étatde l'art completet récentsur l'animation de corpsdéformables,le lecteurpourraégalementse
référerà [NMK � 05]. Diversétatsdel'art récentsportentdemanièrespéci�quesur lesméthodesde
gestiondescollisionsentreobjetsanimés[TKH � 05,TMH � 05]. Nousn'aborderonsquetrèssuccinc-
tementce problèmeici, en essayantde nouslimiter aux approchessusceptiblesde nousintéresser
dansle casprécisdel'animationdecheveux.

1 Problématiques

Lorsquel'on souhaitesimuler le comportementstatique(recherchedespositionsd'équilibre),
ou encoredynamiqued'un objetpassif,la modélisationphysiqueestd'un grandsecourspuisqu'elle
permet,à partir despropriétésphysiquesde l'objet considéré(masse,moduled'élasticité,etc.) et
d'un certainnombrede conditionsinitiales, de prédirede manièreréalisteles étatsd'équilibre ou
le mouvementdu système.Nousconsidéreronsdansla suitele casle plus générald'un systèmeen
mouvement.

Les lois de la mécaniquefournissentles équationsdu mouvementd'un systèmepurementmé-
canique(desrappelssur la mécaniquede Newton et sur la mécaniquede Lagrangesontdonnésen
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Annexe C). Ceséquationssontengénéraldeséquationsauxdérivéespartiellesqui dépendentdeva-
riablesspatialeset temporellescontinues. En effet, les systèmesconsidérésont le plus souvent une
répartitionde massecontinue,et le tempsestsupposés'écoulerde manièrecontinue.Il n'existeen
généralpasdesolutionanalytiqueàceséquations,qui doiventdoncêtrerésoluesnumériquementpar
l'ordinateur, capabledetraiteruniquementdesquantitésdiscrètes.

Un importantenjeudela rechercheenanimationparmodèlesphysiquesconsistedoncà trouver
desmoyensef�caces et précispourdiscrétiserun tel problème,à la fois enespaceet en temps.La
discrétisationspatialeesttraitéeenSection2. Cettediscrétisationpeutsefaire,commenousallonsle
voir, soit enamont,auniveau-mêmede la modélisationdu systèmephysique,soit postérieurement,
auniveaudeséquationsdu mouvement.La discrétisationtemporelle,abordéeenSection3, s'effec-
tue quant-à-elletoujoursà partir deséquationsdu mouvement,et fait pour celaappelà un schéma
numériqued'intégration.

En�n, les objetsphysiquesconsidérésne sont en généralpasisolés,et il faut être capable,là
encore,derésoudredemanièrediscrèteleséventuelscontactset collisionspouvantseproduireentre
l'objet et l'environnementextérieur. Ce point estabordéen Section4, avant de dresserun bilan de
toutescesméthodes.

2 Discrétisation spatiale

Lessystèmesmécaniquesréelssontcaractérisésparunerépartitiondemasseplusoumoinsconti-
nuedansl'espace,et parcertainstypesdedéformationsdansle temps.En général,le typedemodé-
lisationspatialequel'on souhaiteutiliser pourun systèmedonné,envued'une étudemécaniqueou
d'unesimulation,estguidéparla naturedela répartitionmassiquedel'objet considéré.Parexemple,
unmatériauconstituéà l'échelledel'observationdepetitesentitéssolides(sableparexemple)pourra
être représentéde manièrenaturellepar un modèlediscret (par exemple,un ensemblede masses
ponctuelles),régi par deséquationsmécaniquesdiscrètesen espaceet continuesen temps.À l'op-
posé,un matériauà répartitiondemassecontinue(tige, feuille depapier, liquide,etc.)seranaturelle-
mentmodélisécommeunsystèmecontinu(linéique,surfaciqueouvolumique),régipardeséquations
mécaniquescontinuesenespaceetentemps.

Cependant,d'autresfacteurspeuvent entreren comptedansle choix d'un modèle: le degré de
simpli�cation souhaitéselonle typedephénomènesou d'effetsquel'on désiresimuler, la puissance
decalculdisponible,etc.Ainsi, denombreusesapprochesont proposédereprésenterdesobjetsà ré-
partitiondemassecontinue(arbres,marionnettes,etc.)pardesmodèlesdiscretstelsquedessystèmes
de particules[Ree83,Luc85]. Réciproquement,Zhu et Bridson[ZB05] ont récemmentproposéde
modéliserle sablecommeun milieu continu,alorsqu'un tel matériaugranulaireavait auparavantété
plutôt représentécommeun ensembledegrains,modéliséparun systèmedeparticules.

Nous nousintéresseronsdansla suite uniquementaux systèmesdéformablesà répartition de
massecontinue, carceux-cireprésententla majeurepartiedesobjetsauxquelsons'intéresseeninfor-
matiquegraphique.Enparticulier, le systèmede�bre capillaireentredanscecadre(objetàrépartition
de masselinéique).Une premièresolutionpour représenteret animersimplementde tels systèmes
consisteà les représentersousla formed'un ensemblede massesponctuellesreliéespardesforces
de liaison,et sur lesquelleson appliquela mécaniquedu point matériel.Pourunemodélisationplus
réalisted'un systèmecontinu,il convient engénéraldefaireplutôt appelà la mécaniquedesmilieux
continus,qui offre un formalismeet un ensembledelois propresà la modélisationdesdéformations
d'un tel objet. Dansce secondcas,cependant,la discrétisationspatialedu modèlepeutapparaître
commeun pointdélicatà traiter.

Nousavons choisi de classerles différentsmodèlesde discrétisationspatialeutilisésen infor-
matiquegraphiqueen trois catégories: les approchesà basede particules, qui proposentunedis-
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crétisationde la matièreen un ensemblede pointsmatériels; les approchesnodales, qui cherchent
à discrétiserspatialementles équationscontinuesissuesde la mécaniquedesmilieux continus; et
lesapprochesdedéformationglobale, dont le but estd'identi�er et deprendreencomptelesmodes
caractéristiquesdedéformationdel'objet considéré.

2.1 Modèles à base de par ticules

Un modèlesimple et ef�cace, largementutilisé en informatiquegraphique,consisteà répartir
la massede l'objet considéréde manièrediscontinue,sur un nombre�ni et restreintde points,ap-
pelésparticulesou massesponctuelles. Danscecas,unegrandesimpli�cation estintroduitecar les
quantitésmécaniques(accélérations,vitesses,forces,etc.)n'existentqu'encespoints.Le mouvement
de l'objet estalorsdé�ni par l'ensembledestrajectoiressuivies par chacunedesparticules,chaque
trajectoirepouvants'obteniràpartirdeslois classiquesdela mécaniquedu pointmatériel.

Selonla naturedesinteractionsexistantentrelesdifférentesparticulesmatérialisantl'objet consi-
déré,on peutdistinguertrois grandstypesde modèlesbaséssur cettesimpli�cation : les modèles
masses-ressorts, lesmodèlesgénériquesappelésclassiquementsystèmesdeparticules, et lesmodèles
SPH(SmoothedParticlesHydrodynamics).

2.2 Modèle masses-ressor ts

Dansce modèle,lesparticulessontconnectéespar desressortsà un ensembleprédéterminéde
particulesditesvoisines. Le réseaude connexion ainsi formé entreles particulesestgénéralement
choisidemanièreà êtrele plusrégulierpossible,a�n degarantirunerépartitionuniformedesparti-
culesauseindu matériauconsidéré.

La force Få j � i exercéesur chacunedesparticulesi par l'ensemblede sesparticulesvoisines
j � Vois� i � s'exprime alors facilementen fonction de la positionxi de la particulei, ainsi quedes
positionsx j desparticulesvoisines,sousla formed'unesommederéponsesélastiques:

Få j � i � å
j � Vois� i �

ki � j ����� x j �

xi ���

� �

0
i � j �

x j �

xi

��� x j �

xi ���

où ki � j estla raideurdu ressortconnectantla particulei à la particule j, et
�

0
i � j salongueuraurepos.

On peutajouterà la réponseélastiqueuneforcedefrottementvisqueuxdecoef�cient ni , et propor-
tionnelleà la vitesse�xi dela particuleconsidérée.Cetamortissementpermetavanttoutderéduireles
vibrationsdusystèmeetdoncdelui garantirunemeilleurestabilité.

Finalement,l'équationdu mouvementpourchaqueparticulei peuts'écriresousla formed'une
équationdifférentielledu secondordre:

mi ẍi � t �

�

ni �xi � t �

�

ki xi � t �

�

F � xi �
�xi � t �

où ki est le coef�cient élastiquequi s'obtientà partir deski � j , et F regroupel'ensembledestermes
restants,comprenantlesforcesextérieuresausystèmetellesquela gravité ou le frottementdel'air.

Lesmodèlesmasses-ressortsont connutrèstôt un vif succèsauseindela communautéeninfor-
matiquegraphique,grâceà leur simplicitéd'implémentationet auxbonsrésultatsqu'ils produisent
pour la simulationd'objetssuf�samment mous.Ils ont par exempleétéappliquésà l'animation de
visages[PB81], ou de marionnettes[Luc85]. Cependant,les modèlesmasses-ressortsposentdes
problèmeslorsquel'on souhaitesimulerdesmatériauxpeuextensibles,commedesvêtementspar
exemple.Pourrésoudrecetypedeproblème“raide”, Baraff aproposéd'utiliser un schémaimplicite
d'intégrationentemps,garantissantainsila stabilitédela résolutionnumérique(voir Section3).
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Commeindiqué au Chapitre1, Rosenblumet al. [RCT91] ont été les premiersà utiliser des
chaînesdemasses-ressortspouranimerdescheveuxindividuels,suivis parPlanteetal. [PCP01].Les
défautsdecettemodélisationontétésoulignésauchapitreprécédent.

2.3 Système de par ticules

Lessystèmesdeparticulesreprésententunegénéralisationdesmodèlesmasses-ressorts.Dansce
modèle,lesparticulesnesontpasliéesdemanièrepermanenteà desparticulesvoisinesà traversun
réseaudeconnexion,maispeuventaucontrairesedéplacerlibrementetpotentiellementinteragiravec
n'importe quelleautreparticule.En générall'ensembledesparticulesavec lesquellesuneparticule
donnéepeutinteragirestcependantlimité auvoisinagespatialdecetteparticule(cevoisinageévolue
au coursdu temps).La naturedesinteractionsentreparticulespeutpar exemplesuivre un modèle
d'attraction-répulsion qui peutdériver a priori d'une énergie potentiellequelconque.Ainsi, ce type
de modèlenon-structuréa pu êtreutilisé pour diversesapplications,tellesque la modélisationde
matériauxen fusion [TPF89], la simulationde �uides [Ree83,MP89], ou de sable[LHM95], en
proposantà chaquefois un modèled'interactionle plusappropriépossible.La validationà l'échelle
macroscopiquedetelsmodèlesd'interactionrestecependantdélicate.

2.4 Modèle SPH (Smoothed Partic le Hydr odynamics)

Le modèleSmoothedParticle Hydrodynamics(SPH) a étéconçuà l'origine pour simulerdes
�uides cosmiquesenastrophysique[Mon92]. Cetteméthodepermetdediscrétiserun champcontinu
parunensemble�ni departicules,où chaqueparticuleestconsidéréecommeun pointd'échantillon-
naged'un petit volumequi l'entoureet qu'elle représente.L'avantagede cetteapprocheestqu'elle
permetdepasserd'un milieu continuà un systèmediscretcomposédeparticules,dont leséquations
du mouvementet les interactionsmutuellesdériventdemanièrecohérentede la physiquedu milieu
continuconsidéréà l'origine.

La basedu modèleSPHreposesurl'approximationd'un champscalairecontinu f enunpoint r ,
parunevaleurportéeparuneparticuleenr calculéeparunemoyennelocaledesvaleursdu champ
f dansunepetit volumeV autourder . Cetteinterpolationlocaledu champ,notée! f � r �"� s'écrit à
l'aide d'uneconvolution de f parun noyaude�ltrage :

! f � r �#�

�

$

V
f � r %&� Wh � r

�

r %�� dr %

oùWh estun �ltre de lissage,dont l'étendueestcontrôléepar le paramètreh, et qui véri�e lesdeux
conditionssuivantes: '

h
$

V
Wh �

1 et lim
h� 0

Wh �

d,

où d estl'impulsion deDirac.
Cetteexpressionpeuts'écrirecommeuneintégralesur la masser dm du volumeV (avec r la

densitémassiquedu milieu), puis êtrediscrétisée.On obtientalorsl'expressionapprochéesuivante
pour ! f � r �#� :

! f � r �"�)( å
j

mj
f j

r j
Wh � r

�

r j �

oùmj estla massedela particulej, et les f j sontlesvaleursestiméesduchampf auxpointsd'échan-
tillonnager j représentésparlespositionsdesparticules.

Onpeutégalementobteniruneapproximationdu gradientgrad f aupoint r :

!*� grad f �+� r �"�,( å
j

mj
f j

r j
� gradWh �+� r

�

r j � .
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Il estpossiblealors,via uneéquationd'état pourle milieu �uide considéré,decalculerlesforces
depressions'exerçantsurchaqueparticule,etd'en déduirealorsun modèled'interactionentreparti-
culescohérentavecla physiquedu milieu �uide sous-jacent.

Desbrun[Des97]a utilisé le modèleSPH pour simulerdesobjetshautementdéformables.Ce
modèlea égalementétéreprisparHadapet al. [HMT01,Had03]poursimulerles interactionsentre
cheveux,commenousl'avonsvu auChapitreprécédent.

2.5 Appr oches nodales

La méthodela plusnaturellepoursimulerun objetdéformable,trèssouventutiliséeeninforma-
tiquegraphique,consistetoutd'abordàécrireleséquationscontinuesenespaceetentempsdécrivant
le mouvementdel'objet considéré- ens'inspirantdeslois dela mécaniquedesmilieuxcontinus- puis
àapprocher ceséquations,demanièreàobtenirdeséquationsdiscrètes,enespaceetentemps,adap-
téesà la résolutionnumérique.Nousneparleronsici quede la discrétisationspatialedeséquations,
la discrétisationentempsétanttraitéeenSection3.

Méthode des éléments �nis

De nombreusestechniquesmathématiques,plusou moinsprécises,existentpourdiscrétiserdes
équationsdifférentiellesordinaires(EDO) ou deséquationsaux dérivéespartielles(EDP). La plus
connueestsanscontestela méthodedeséléments�nis , qui estutiliséedansla plupartdessimulateurs
industriels,et dansdesdomainesaussivariésquela mécanique,l'électromagnétisme,la biologie,la
physiquedes�uides, etc.Denombreuxouvragestraitentdusujetdanslesdétails,maispouracquérir
rapidementuneidéeclaireetprécisedela méthode,nousrecommandonsaulecteurle coursenligne
de Garrigues[Gar01],ou encorela descriptiontrèssynthétiqueprésentéeparNocentdansl'état de
l'art desathèse[Noc01].

ÉtantdonnéeuneEDO(ouuneEDP),dontl'inconnueestla fonctionf � x �-� x � W, la méthodedes
éléments�nis consisteà trouver unesolutionapprochéẽf � x � du problèmesurW, construiteparmor-
ceauxsurdessous-domainesWi deWappelésmailles. ChaquemorceaũfWi dela solutionapprochée
estdé�ni parinterpolationsurdifférentspointsd'échantillonnagedela maille,appelésnœuds. Cette
recherchede solutionapprochéediscrètecorresponden fait à uneformulationfaible (ou variation-
nelle)du problèmeinitial.

En synthèsed'images,la méthodedeséléments�nis a étéutiliséeen faisantsouvent un certain
nombred'hypothèsessimpli�catrices.D'une part,le maillagechoisicorrespondla plupartdu temps
à unetriangulation(cassurfacique)ou à unetétraédrisation(casvolumique)del'objet considéré,les
n nœudsdela discrétisationcorrespondantalorsauxsommetsdestrianglesoudestétraèdres.D'autre
part, la fonctiond'interpolationestchoisiecommeétantlinéaire.En�n, plutôt quede considérerla
positioninstantanéedechacundesnœudsi � 1 . i . n, on considèregénéralementleur déplacement
relatif ui parrapportà unepositionderéférence.Sousceshypothèses,la discrétisationdonne�nale-
mentunsystèmematricieldela forme:

� ü
�0/

�u
�21

u (2.1)

oùu
�*3

u1 �������4� ui �������4� un 5

estle vecteurdéplacement(detaille n) dusystèmediscret,� samatrice
d'inertie (liée à la massedu système),

/

samatriced'amortissement(liée aufrottementvisqueuxdu
système),et

1

samatricederaideur(liéeà l'élasticitédu système).
Le principalproblèmerencontréavecla méthodedeséléments�nis estle coûtdecalculprohibitif

mis en jeu lors de la résolutiondu systèmematriciel,qui peutatteindreunegrandetaille si l'objet
considéréa besoind'être �nement discrétisépour permettreunesimulationstable.Pouraméliorer
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les performances,il estainsi courantde supposerquela matricede raideur
1

estconstante,ce qui
impliquequel'on seplacedansle casdel'élasticitélinéaire,valableuniquementpourdespetitesdé-
formations(cequi setraduit ici parunelimitation à depetitsdéplacementsu i). L'une despremières
méthodeseninformatiquegraphiquebaséesur la discrétisationparéléments�nis a étéproposéepar
Gourretet al. [GMTT89], poursimulerlesdéformationsengendréesparunemainserrantuneballe
déformable.Bien qu'elle necalculepasla dynamiquedesdéformations,maisseulementleursétats
d'équilibre successifs,et qu'elle seplacedansl'hypothèsedespetitsdéplacements,cetteméthode
s'estavéréetrèscoûteuse,et inexploitabledansle cadred'une applicationtemps-réel.Beaucoupde
méthodesont alorstentépar la suitedeprendreencomptedesdéformationsplusimportantes,éven-
tuellementnon-linéaires,toutenessayantderendrela méthodeadaptéeautemps-réel.Parmi tousces
travaux,citonsparexemplel'approchedeDebunneetal. [DDCB01],baséesurdeséléments�nis dits
expliciteset coupléeà unestratégiemultirésolution,qui permetla simulationet la manipulationen
temps-réeld'objetsdéformables.

À notreconnaissance,la méthodedeséléments�nis n'a jamaisétéutiliséeeninformatiquegra-
phiquepouranimerdesobjets�liformes telsquedescheveux.

Méthode des différences �nies

La méthodedesdifférences�nies fournit uneautremanière,plussimple,dediscrétiserdeséqua-
tions différentielles: commenousallons le montreren Section3.1, le principe consisteà appro-
cherdirectementlestermesdérivésenutilisantle développementdeTaylor-Youngpourunefonction
dérivable,dont on limite le nombrede termesà un certainordre.Le type d'approximationchoisi
pourle calculdiscretd'unedérivéecorrespondà un schémanumérique. Si leséquationsconsidérées
contiennentdestermesdérivés en espaced'ordre 2 ou plus, il suf�t d'appliquer le schémachoisi
demanièrerécursive pourobteniruneapproximationdiscrètedecestermes.Lesdifférentsschémas
numériquesexistantssontmentionnésen Section3 (nousconsidéronsdanscettesectiondessché-
masnumériquesen temps,maisbien évidemment,ils peuvent s'appliquerà n'importe quelleautre
dimension).

Le résultatd'unetellediscrétisationest,commedansle casdeséléments�nis, la formulationd'un
systèmematriciel,le plussouventcreux,puisquechaquetermedérivé estgénéralementapprochépar
uneexpressionqui dépenduniquementdela valeurdepointsvoisinssurle maillagespatialconsidéré.
D'où la quali�cation delocalessouventattribuéeauxméthodesnodales[BW92], paroppositionaux
méthodesdedéformationglobaleévoquéesenSection2.6.

Dansle Chapitre7, nousutiliseronsun schémapar différences�nies élaboré,celui de Hou et
al. [HKS98], envuederésoudrenumériquementleséquationsdeKirchhoff pourlestigesélastiques
inextensibles.Ce schémaesten particulieradaptéà la discrétisationprécisede termesdérivésdont
l'ordre de dérivation estélevé. Malheureusement,cetteméthodene serapassuf�sante pour obtenir
un modèlenumériquestable,et nousabandonneronsalorscetypedeméthodenodaleaupro�t d'une
méthodeLagrangienneau nombrede degrésde liberté réduit,dont le principeestprésentédansla
sectionsuivante.

2.6 Systèmes déformab les réduits

Contrairementaux approchesnodales,qui paramétrisentles équationsdu systèmepar desdé-
placementsliés à despointsd'échantillonnagede l'espace,les méthodesde réductioncherchentà
trouver desparamètrescontrôlantdirectementles différentstypesde déformationsouhaités.L'un
desprincipauxbutsde cesmodèlesestde gouvernerla dynamiquedu systèmeparun jeu réduitde
paramètres(géométriquesou physiques)intuitifs. Cesméthodes,dont la miseen œuvreestparfois
complexe,ontcependantle grandavantagedefournir dessimulationsstables,sansexigerpourautant
unediscrétisation�ne desobjetssimulés,contrairementauxapprochesnodales.
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Dynamique modale

L'un despremiersmodèlesàdéformationsréduitesaétéprésentéparPentlandetWilliams [PW89].
S'inspirantde la théorievibratoiredesmatériaux,leur méthodeproposede linéariserles équations
décrivant le mouvementmécaniqued'un modèle,aprèsdiscrétisationpar uneméthodede typeélé-
ments�nis, puisdedécomposerceséquationssurunebasefréquentiellefaisantainsiapparaîtreles
différentsmodesdevibrationde l'objet. En negardantqueles termesprincipauxde la décomposi-
tion (modesprimaires),la méthode�ltre alorslesmouvementsàhautesfréquences- indésirablescar
sourcesd'instabilitésnumériques- et permetalorsde simulerle mouvementdesobjetsde manière
robuste.

Plusconcrètement,la méthodepartdel'équationmatricielle(2.1)issuedela discrétisationnodale
deséquationsd'origine du problèmepar la méthodedeséléments�nis, et fait l'hypothèseque la
matriced'amortissement

/

dépenddemanièreaf�ne desmatrices� et
1

,
/ �

a �

�

b
1

(hypothèse
deRayleigh).En choisissantalorsunebasepropre 6

�73

p1 �������
� pn 5

pour la matricecarrée� �

1
1

,
qui soit égalementunebaseorthogonalepour � (donnantla relation T

68�96

�

� ), on peutmontrer
alorsquedansla base6 , l'équation(2.1)s'écrit :

¨̄u
�

� a �

�

b :;�

�̄u
�

: ū (2.2)

où : est la matricediagonalecontenantles n valeurspropresl i � i �=< 1 ��� n> de la matrice �
�

1
1

,
associéesà la basepropre6 , et ū estl'expressiondu vecteurdéplacementu dansla base6 .

L'équationmatricielle (2.2) fournit ainsi n équationslinéairesindépendantes,chaqueéquation
correspondantà un modedevibrationdont la fréquenceestproportionnelleà l i . En supposantque
leslignesdela basepropre6 et dela matricedesvaleurspropres: sontordonnéesselonlesvaleurs
proprescroissantes,le nombren demodessuperposésestchoisidemanièreà obtenirun compromis
entrela diversitédesdéformationssimuléeset le coût de calcul. Grâceà la forme diagonaliséede
sonéquationmatricielle (2.2) - rendantla résolutionnumériqueef�cace - et grâceà la possibilité
de réduirela taille du systèmeen supprimantdesmodesde déformation,la dynamiquemodaleest
rapidementapparuecommeuneméthodedeprédilectionpourle temps-réel,à l'opposédeséléments
�nis. Il estcependantdif�cile, avecunetelleméthode,decontrôlerexactementl'impact lié àl'ajout ou
auretraitd'un modevibratoiresurle comportementdusystème,etsursastabiliténumérique[BW92].

Ce type d'approche,basésur la décompositionlinéaire du mouvementd'un objet en modes
vibratoiresde déformation,a été reprispar la suitedansle cadred'applicationsinteractives simu-
lant le mouvementd'arbressousle vent [Sta97],ou encorelesdéformationsde la chair de person-
nages[JP02].

Le principal défaut de cetteméthodeest son incapacitéà prendrecorrectementen compteles
déformationsimportantesdesobjets,du fait de la naturelinéaire deséquationsconsidérées.Très
récemment,plusieurstravauxont proposéd'introduiredestermesnon-linéairesdedéformation,tout
en maintenantde bonnesperformancesde calcul.Choi et Ko [CK05b] réduisentlesartefactsliés à
la linéarisationdeséquationsen intégrantdansla résolutionde l'équation(2.2) lespetitesrotations
subiesà chaquepasde tempspar les nœudsdu maillage.La superpositiondesmodesvibratoires
demeurecependantlinéaire,conduisantàun découplagedesmodesdedéformation.Pourintégrerde
manièreplusrigoureuselestermesnon-linéairesdedéformation,Barbicet James[BJ05] étendentla
méthodede dynamiquemodalelinéaireà uneméthodeplus généraleprenanten compteles termes
quadratiquesdu tenseurde Green-Lagrange,grâceau choix d'une basede coordonnéesréduites6

%

rassemblantlesvecteursde 6 (généralisésàunedéformationdereposquelconqueu0) etleursvecteurs
dérivés,appelésdérivéesmodales.
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Modèle Lagrangien à nombre �ni de degrés de liber té

Le grandavantagede la mécaniquede Lagrangeestde proposercommeparamétrisationd'un
systèmel'ensembrede sesdegrésde liberté mécaniques.Cesparamètresindépendants,qui carac-
térisentde manièreunivoquela mécaniquedu système,sontappeléscoordonnéesgénéraliséesdu
système.A partir de cetteparamétrisation,la mécaniquede Lagrangefournit alorsdirectementles
équationsdu mouvementdu système,fondéessur le principegénéraldel'action minimale(principe
deMaupertuis).Nousinvitons le lecteurà seréférerà l'Annexe C pouruneprésentationsynthétique
du formalismedeLagrange.L'Annexe C traiteégalementl'exempleconcretde la miseenéquation
d'un systèmecontinu(cordevibrante),d'unepartdansle cadredela mécaniquedeNewton,d'autre
partdansle cadredela mécaniquedeLagrange.

Étant donnéun systèmecontinu (ayantun nombrein�ni de degrésde liberté), paramétrépar
exempleparla fonctioncontinueq � s�-� s �?< 0 � L > (commedansl'AnnexeC), la mécaniquedeLagrange
fournit directementleséquationsdu mouvementdecesystème:

'

s �2< 0 � L >

d
dt

¶L
¶�q � s�

�

¶L
¶q � s�

où L
�

T
�

U estle Lagrangiendu système,qui s'évaluecommela différenceentrel'énergie ciné-
tiqueT et l'énergie potentielleU dusystème.

Ceséquationssontcontinues,etbienévidemmentidentiquesàcellesquefournirait la mécanique
deNewton.Cependant,il existe,grâceauformalismedeLagrange,un moyensimpleet trèsélégant
pourdiscrétiserle systèmemécaniqueauquelon s'intéresse.Cetteméthodeconsisteà :

– tout d'abord,restreindrele nombrede degrésde libertéconsidérésà un nombre�ni n de co-
ordonnéesindépendantespour le système.Par exemple,on peutsimpli�er le casde la corde
vibranteà unecordedont l'angle q � s� estconstantparmorceauxle long dela tige.Celamène
à un nouveausystèmemécanique,discret cettefois-ci, prenantla formed'une ligne brisée,et
paramétréparlesn angles� qi � i �4@ 1 A A nB

(la cordedevientalorsunechaînearticulée);
– ensuite,proposerla formulationd'une énergie potentielleUd et d'une énergie cinétiqueTd

“raisonnables”pour le nouveausystèmediscret.Le Lagrangiendu nouveausystèmes'écrit
alorsLd �

Td �

Ud ;
– en�n, écrireleséquationsdeLagrange,qui dansle casdiscretprennentla forme:

'

i �2< 1 ��� n>

d
dt

¶Ld

¶�qi
�

¶Ld

¶qi
.

Cetteapprocheestentièrementillustréeà la �n del'AnnexeC, toujourssurl'exempledela corde
vibrante(lesn coordonnéesindépendanteschoisiesnesontpaslesanglesqi , maislesdé�exionsyi).
Ceseraexactementcetyped'approchequi servira,dansle cadredela collaborationavecBasileAu-
doly et L'Oréal sur la modélisationréalistede cheveux, à construireun systèmemécaniquediscret
à partir du modèlecontinude tige de Kirchhoff, en choisissantcettefois-ci commeparamètresin-
dépendantspour la tige sescourburesk1, k2 et torsion t , supposéesconstantesparmorceaux(voir
Chapitres5, 6, et7).

Comparativementaux approchesde dynamiquemodale,la mécaniquede Lagrangeoffre un
meilleur contrôleet unemeilleureestimationde l'approximationfaite sur le modèlepar rapportà
la réalitéou par rapportaumodèlecontinud'origine. Le fait de changerle nombrede degrésde li-
bertédu modèlen'a aucunimpactsur la stabilitédela méthode(l'énergie mécaniquedu systèmese
conserve toujours,quellequesoit la valeurde n), tandisque le fait de supprimerou d'ajouterdes
termesdansla décompositionfréquentielledeséquationspeutperturberla stabilitédu système.

En revanche,cetteméthodepeutparfoisconduireà la formationd'un systèmematriciel dense
(dansle casoù lesparamètreschoisisont un impactdirectsurtouslesautresparamètresdel'objet),
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commenousle verronsauChapitre7. La résolutiondecesystèmes'avèrealorsbeaucouppluscoû-
teusequepourunsystèmedetaille similaireobtenuparcertainesméthodesnodales(systèmecreux),
etparla méthodemodale(systèmediagonal).Cetinconvénientestnéanmoinsnuancéparle fait qu'il
estpossible,dansla méthodedeLagrange,d'obteniruneparamétrisationtrèsrichepourle système,
etconduisantàunsystèmedetaille réduite,grâceauchoix judicieuxd'un nombrelimité dedegrésde
liberté.Celan'estévidemmentpaspossibleavecuneméthodedetypeéléments�nis qui requiertgé-
néralementun nombretrèsimportantdepointsdediscrétisation,d'unepartpourassurerla précision
desrésultats,d'autrepartpourgarantirla stabiliténumérique.

Dynamique globale

Le formalismeLagrangienaétérelativementpeuexploitépourl'animationd'objetsengraphique,
sansdouteàcausedesacomplexité demiseenœuvre.Witkin etWelchl'ont utiliséd'unemanièreun
peuparticulière,dansle but d'appliquerdesdéformationsglobalesàdescorpsdéformables[WW90].
Dansleur approche,ils choisissentlescoordonnéesgénéraliséesdu systèmecommelescoef�cients
d'unematriceC detransformationcaractérisantla déformationlinéaireX � t �

�

CD� t � g � X 0
� d'un vec-

teurdepositionsX
�E3

x1 �4�����4� xi �4������� xn 5

dusystème,parrapportà la positionaureposX0 =
3

x0
1 �4�����

x0
i , �����
� x0

n 5

dusystème.La fonctiong estchoisiecommeunefonctionpolynomiale(indépendantede
C et de t), autorisantainsi desdéformationsnon-linéairesdu systèmepar rapportà sapositionau
reposX0. En pratique,Witkin et al. n'ont traitéquele casdesdéformationspurementlinéaires(i.e.,
enchoisissantg linéaire,demanièreàsimpli�er lescalculs).Cetravail aétéreprisensuiteparBaraff
et Witkin qui l'ont étenduà la priseen comptedesdéformationspolynomialesd'ordre 2 [BW92].
Ce modèlea l'avantagede gérerles déformationsdu systèmede manièreglobale,à travers la ma-
trice C . Tout commeles modèlesde dynamiquemodale,il permetainsi d'éviter les phénomènes
oscillatoiresqui apparaissentdanslesmodèlesà interactionslocales- telsquelesapprochesnodales-
etqui peuventconstituerunesourceimportanted'instabilitésnumériquesdusystème.Toutefois,cette
suppressiondeshautesfréquencesdesystèmesefait ici demanièrepluscontrôlée,carquelquesoit
le typededéformationschoisi,la méthodegarantittoujoursqueleséquationsrésultantessatisfontle
principephysiqued'actionminimale.L'inconvénientprincipaldecegenred'approchesembleplutôt
êtrela dif�culté à traiterdesdéformationspluscomplexesquequadratiques.

D'autrestravauxplusrécentsontportésurla conceptiond'un modèleLagrangiendesplinedyna-
miquepourl'animationde�ls [Nou99,Noc01,Len04].CesapprochesserontanalyséesauChapitre5.

2.7 Récapitulation

Modèle Niveaude discrétisation Structuré local
Masses-ressorts amont oui oui
Particules amont non oui
SPH aval non oui
Différences�nies aval oui oui
Eléménts�nis aval oui oui
Dynamiquemodale aval oui non
ModèleLagrangien amont oui non
Dynamiqueglobale amont oui non

TAB. 2.1: Classi�cationdesmodèlesexistantspour l'animation decorpsdéformables.
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3 Résolution numérique (en temps)

Pourun système3D modélisédemanièrecontinueou discrète,leséquationsdu mouvementfont
apparaîtredesdérivéestemporellesdusecondordre,duesà la présencedetermesd'accélération(voir
AnnexeC).Pourlesmodèlescontinus,nousavonsvu enSection2.5quedestermesdérivésenespace,
à n'importequelordre,pouvaientégalementapparaître.Nousnouslimiteronsdanscettesectionà la
dépendanceenla variabletemporellet. En introduisantunevariablesupplémentairehomogèneàune
vitesse,on peutengénéralserameneràunsystèmefaisantintervenir deséquationsdifférentiellesdu
premierordredela forme:

df
dt �

g � t � f � . (2.3)

La résolutionanalytiquede ce type d'équationpar intégrationformelleétanten généralimpos-
sible, le seul recoursest la résolutionnumérique, qui fait alors appelà l'utilisation d'un schéma
numériqueencoreappeléschémad'intégration. Le but d'un tel schémaestde discrétiserleséqua-
tionsdifférentiellesen jeu, demanièreà obtenirdeséquationsqui nedépendentplusde la variable
continuet, maisd'une nouvelle variableT prenantdesvaleursdiscrètes.La clef decettediscrétisa-
tion résidedansl' approximationdesopérateursdedérivation,par la méthodedesdifférences�nies.
Leséquationsdiscrètesobtenuessontalorsrésoluesgrâceà un processusitératif aucoursduquella
variableT estincrémentéed'une valeure, supposéepetiteparrapportà un tempscaractéristiquede
l'animation,etappeléepasdetempsdela simulation.

Pourplusdedétailssur lesméthodesd'intégrationnumérique,le lecteurpourraseréférerà des
ouvragesclassiquesd'analysenumériquetelsque[AP88,Lam91],ouencoreàl'état del'art trèscom-
plet surle sujetdansla thèsedeNocent[Noc01],qui proposeuneanalyseapprofondiedesdifférents
schémasnumériquesexistants.

3.1 Schéma numérique : dé�nition

Un schémanumériqueconsisteà approcherl'opérateurdifférentiel df
dt par une expressionqui

dépendd'un certainnombred'évaluationsdiscrètesde f. L'espaced'évaluationdiscretd'évaluation
de f, notéici commel'ensembledespoints

3

t
�

pe� t
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estappelénombre depasdela discrétisation.

3.2 Précision

Dansla méthodedesdifférences�nies, la discrétisationdestermesdérivés se basesur la for-
mule de décompositionclassiquede Taylor-Young,qui fournit uneexpressionpolynomialeappro-
chéed'ordren quelconquepourtoutefonctionf qui estn-fois dérivablesurun intervalle contenantle
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L'erreurdecetteapproximationestenO� e� . Unemeilleureapproximationde df
dt peuts'obteniren

gardantdansle développementdeTaylor-Youngle termedérivé d'ordredeux:

df
dt

� t �
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�

e�

�

f � t
�

e�

2e
.

Cetteapproximationestdu secondordre, car l'erreur estenO� e2
� . De manièregénérale,la pré-

cisiond'un schémanumériqueserad'autantmeilleurequesonordre, i.e. le nombredetermesgardés
dansla décompositiondeTaylor-Young,seraimportant.

3.3 Stabilité

Si la solutiond'uneéquationdifférentielleestpeuperturbéeparun légerchangementdescondi-
tionsinitiales,alorsondiraquele problèmeeststableoubienposé. La méthoded'intégrationchoisie
pour résoudreun tel systèmen'a alorspasbesoind'être particulièrementstable.En revanche,les
problèmesdits raidessontcaractériséspasle fait qu'ils imposent,lors d'une intégrationnumérique,
l'utilisation d'un pasde tempsbeaucoupplus petit quecelui qui estrequispour satisfaire la préci-
sion désirée[AP88,Lam91]; si ce n'est pasle cas,il y a fort risquede divergencede la méthode
(i.e. un éloignementtrèsimportantdela solutionapprochéeparrapportà la solutionthéorique).Ces
problèmesrequièrentl'utilisation deschémasnumériquesstables.

Onnotedésormais
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lestempsdis-
cretscorrespondantauxpasdu maillage.On auraainsila correspondancefT
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e� ,
et ainsidesuite.De manièregénérale,un schémad'intégrationnumériquepouruneéquationdiffé-
rentielleordinairedupremierordre,donnéeparl'équationgénérale(2.3),permetdeserameneràune
équationdiscrètedela forme:

1
e J

Si fT
�

1
�

St < 0> fT
�

�����

�

St < Sn �

1> xT
�

� Sn
�

1�LK

�

Sj g � fT
�

1
�

�

Ss < 0> g � fT
�

�

�����

�

Ss < Sm �

1> g � fT
�

� Sm
�

1�

� (2.4)

où Si , Sj sontdesscalaires,et St (resp.Ss) estun tableaudescalairesdetaille Sn (resp.Sm).
On chercheici à évaluerfT

�

1, au pasde tempssuivant T
�

1, en supposantconnuestoutesles
quantitésauxpasdetempscourantetprécédents.Dansl'équationdiscrète(2.4),le membredegauche
donneuneapproximationdela dérivée df

dt enfonctiondel'évaluationdef auxpasdetempscourant
et précédentsT
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1.
On distinguealorsà ce niveaudeux typesde schémasdifférents,selonla présenceou non de

chacundecesdeuxtypesdetermes:
– Lesschémasexplicites: cesontlesschémasqui évaluentle termedérivéenfonctiondespasde

tempsconnus(courantet précédents)seulement; autrementdit, ici, lesschémaspourlesquels
Si �

0.
– Lesschémasimplicites, qui évaluentl'opérateurdifférentielenfonction,notamment,dupasde

tempsinconnuT
�

1 (etéventuellementaussidespasdetempscourantetprécédents); cesont
donclesschémaspourlesquelsSi M

�

0.
Les schémasimplicites sontbeaucoupplus stablesque les schémasexplicites,maisaussiplus

coûteuxcarils requièrentla résolutiond'un systèmelinéaireà chaquepasdetemps.

4 Gestion des contraintes

En général,on souhaitequel'objet déformablesimulépuisseinteragiravec l'environnementex-
térieur. Pour cela, il faut donc être capablede traiter les contactset collisions susceptiblesde se
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produireentrel'objet considéréet d'autresobjetsde la scène.Dansle casdescheveux, la résolu-
tion descontactsestun problèmemajeur, autantdu point de vuede la détectionquedu traitement,
commenousl'avonsvu au chapitreprécédent.En effet, il existe un nombresimultanéde contacts
entrelescheveuxextrêmementimportant,sansoublierquelescheveuxrestentégalementencontact
quasi-permanentavecle corpsdupersonnageaucoursdel'animation.

4.1 Détection de collisions

Deux corpssontdétectésen collision à un instantt lorsqu'à cet instant,leur intersectiongéo-
métriqueestnonvide. La détectiondecollision constituegénéralementl'étapela plusdif�cile et la
pluscoûteuselors du traitementdescollisionsentreobjets,carelle doit chercherparmi touslesob-
jets constituantla scèneceuxqui sontsusceptiblesde s'intersecterà chaqueinstant.Pour juger de
la qualitéd'un algorithmededétectiondecollision,on peutsebasersur lesdeuxcritèressuivants:
1) la propriétéconservativedela méthode,qui signi�e qu'à chaqueinstant,touteslescollisionssont
effectivementdétectées[Red02],et2) l' ef�cacité dela méthode.

Détection discrète et détection contin ue

La manièrela plus simpled'aborderle problèmede la détectiondecollisionsconsisteà échan-
tillonnerlestrajectoiresdesdifférentsobjetsdela scèneselonunpasdetempsdiscret,etàexaminer, à
chaquepasdetemps,si unecollisions'estproduiteounon.L'inconvénientprincipaldecettedétection
discrèteestqu'ellenegarantitpasla propriétédeconservation: eneffet, aveccetteméthode,deuxob-
jets�ns sedéplaçantrapidementpeuventsetraverserentredeuxpasdetemps,sansquel'algorithme
nepuissele détecter.

Pourmanquerle moinspossiblede collisions,d'autresméthodes,baséesnon plus sur le calcul
d'intersectionsentreobjetsàcertainspasdetemps,maissurle calculd'intersectionsentretrajectoires
desobjets,sontapparues.Cesapprochesdedétectioncontinuepermettentengénéralderepérerl'en-
sembledescollisionssurvenuesentredeuxpasdetemps,etdecalculerprécisémentlesinstantsoùse
sontproduiteslescollisions.Ellessontcependantplus lourdesà mettreenœuvrequelesméthodes
dedétectiondiscrète.

Accélération de la détection

A�n d'être capablede simuler, en destempsde calcul raisonnables,un grandnombred'objets
en interactionlesunsavec lesautres,denombreusestechniquespermettantd'accélérerla détection
decollision ont étédéveloppéesen informatiquegraphique.On peutgrossièrementdistinguerdeux
typesd'approches: 1) lesméthodesEulériennes,qui sebasentsurunpartitionnementdel'espacedans
lequelsesituentlesobjets(grille del'espaceparexemple)etpermettentainsidesuivre le mouvement
desobjetsà travers despoints �x esde l'espace; 2) les méthodesLagrangiennes,qui au contraire
travaillent dansl'espacede l'objet mobile,et proposentparexempleuneapproximationdu volume
del'objet à traversunehiérarchiedeboîtesenglobantes,cequi permetdefaciliter le testdecollision
entreplusieursobjets.

4.2 Réponse à la collision

Unefois la collisiondétectéeentredeuxobjets,il s'agit d'empêchercettecollisionoudecorriger
leseffetsd'uneinterpénétrationéventuelle.
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Les méthodesde pénalitéconstituentle moyen le plus simplepour résoudrele problème: des
forcesélastiques,proportionnellesà l'interpénétrationentrelesdeuxobjetsencollision, sontappli-
quéessur les objetsde manièreà les séparer. Le problèmeestqu'il est impossiblede connaîtreà
l'avancela raideurdu ressortà appliquerpourreplacerlesobjetsenpositiondecontactsansinterpé-
nétration.Unevaleurchoisiearbitrairementrisquedenepassatisfairela contraintedenon-pénétration
desobjets,ou encored'introduiredesinstabilitésdansl'animationdesobjets,pourcertainstypesde
mouvements.

Lesméthodesanalytiquesont pourbut de calculerdemanièreexactelescontactsseproduisant
entreobjets.Cesméthodessont cependantassezdif�ciles à mettreen œuvredansle casd'objets
déformables,dont la géométrien'est pastriviale. De plus, lorsqu'il peuty avoir plusieurspointsde
contact,il fautêtrecapablederépartirla réponseà l'ensembledecespoints.

Dansle mêmeordred'idée, la méthodedesmultiplicateurs deLagrange permetdecalculertrès
précisémentles forcesà appliquerauxobjetspoursatisfaire lescontraintesdenon-interpénétration,
en ajoutantau problèmeinitial d'optimisationunevariablel quel'on va pouvoir éliminer dansla
résolutiondemanièreàsatisfairela contrainte.

Cependant,dansle casoùle systèmeconsidéré(tel qu'unechevelure)subitàchaquepasdetemps
un grandnombrede collisionstransitoires, les méthodesd'optimisationsouscontraintessemblent
assezpeuappropriées,et entouslescastrèslourdesàmettreenœuvre.

5 Bilan

Nousavonsvu quelesprincipauxenjeuxliés à l'animation decorpsdéformablesconcernentla
discrétisationà la fois préciseet ef�cace desproblèmes,en tempset enespace.Dansla suite,nous
utiliseronsdeuxtypesde discrétisationspatialebien distinctspour modéliserdescheveux. Dansla
partieII decemémoire,dont l'objectif estl'animationdecheveuxentempsinteractif,nousmodéli-
seronsla dynamiqued'unemèchedecheveuàl'aide d'un systèmemasses-contraintes- s'apparentant
à la famille desmasses-ressorts- combinéà un schémad'intégrationen tempsde typeEulerexpli-
cite (voir Chapitre3). Nousverronsquecemodèle,bienquepeuprécis,a l'avantagedecombinerà
la fois ef�cacité et stabilité.Le modèlede cheveu quenousutiliseronsen partieIII de ce mémoire
pourunesimulationphysiquementréalistedecheveuxseraquant-à-luidérivé du modèlemécanique
de tige de Kirchhoff, à partir d'une formulationLagrangienneà nombrede degrésde liberté �ni.
Les collisionsserontgérées,dansla partie II, par uneméthodede correctionsur les positions,et
dansla partieIII, pardesméthodesà pénalité.Diversesaccélérationspourla détectiondescollisions
entrecheveuxserontproposéesdanscesdeuxparties: dansla partieII, nousutiliseronsunegrille de
l'espace(méthodeEulérienne),tandisquedansla partieIII (Chapitre7), la détectiondescollisions
entremèchesseraeffectuéedemanièreef�cace grâceà un suivi depairesdepointslesplusproches
(méthodeLagrangienne).
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Deuxième par tie

Simulation interactive de chevelures
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Intr oduction

Nous avons vu au Chapitre1 que la simulationdynamiquede cheveluresdemeurel'une des
tâcheslesplusdif�ciles à accomplirlorsquel'on souhaiteanimerdespersonnagesvirtuels,tantsur
le planduréalismequedel'ef �cacité descalculsmisenœuvrepourla simulation.Si audébut dema
thèse,les cheveux courtset la fourrureavaientdéjàpu êtrereprésentéset animésavec succèsdans
plusieurs�lms d'animation,tels queStuartLittle [BR00] ou Monstreset Cie [Fon01], l'animation
de longueschevelureslibrescontinuaitenrevancheà poserd'importantsproblèmesessentiellement
liésauxinteractionscomplexesseproduisantentrela chevelureet le corpsdupersonnage,etausein-
mêmedela chevelure.

Au début decettethèse,quelquestravaux,académiques[HMT01,PCP01]ou industriels[Ken01,
FS01],s'étaientdéjàattaquésà la simulationdynamiqueet au rendude longscheveux, et de bons
résultatsvisuelsavaientétéobtenus.Cependant,lescoûtsprohibitifs mis enjeu (plusieursheuresde
calculspour quelquessecondesd'animation)semblaientinterdirel'usagede tels modèlespour des
applicationsinteractives,tellesquele jeu vidéo,ou, plusgénéralement,lesenvironnementsvirtuels
interactifspeuplésde personnagesde synthèse.De plus,danscertainesautresapplicationsa priori
noncontraintesentempsdecalcul(cinémad'animationparexemple),le fait dedisposerdemodèles
dégradés(i.e. desmodèlesdont la qualitédereprésentationestajustableenfonctiondela puissance
decalculdisponible)peuts'avérertrèsutile lors desphasesdeprototypage,ou encorepourdespré-
calculsrapidesdescènescomplexes.

Nousavonsainsi choisi de nousorienter, au début de cettethèse,versla simulationef�cace et
visuellementplausiblede chevelures.Cettepartieprésentede nouveauxalgorithmespermettantde
réduirelescoûtsnécessairesà la simulationdelonguescheveluresenmouvement,toutenmaintenant
un bon réalismevisuel.Dansun premiertemps,nousproposonsd'exploiter la multirésolutionpour
animerla chevelureà différentsniveauxdedétail,et réduireainsi le coûtglobalde l'animationsans
trop perdrededétailsvisuels.Dansun secondtemps,nousconsidéronsla chevelurecommeun mi-
lieu volumique,dé�ni par sadensitéen chaquepoint de l'espace,ce qui nouspermetde traiter les
interactionslumineusesetmécaniquesentrecheveuxdemanièresimpleetef�cace.
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CHAPITRE 3

Modèle adaptatif de chevelure pour
l'animation

N'oubliez pasquela terreseréjouit desentirvos
pieds nus et que les vents joueraientvolontiers
avecvoscheveux.

KHALIL GIBRAN

' ANIMATION visuellementréalistedelongscheveuxposed'importantsproblèmes
entermedetempsdecalcul,essentiellementà causedu nombretrèsimportantde
cheveuxcomposantunechevelure,et deseffetscollectifscomplexesauxquelsils
sont soumis.Au début de ma thèse,les approchesexistantesse limitaient pour
la plupart à l'animation de chevelureslisseset uniformes,sansnécessairement
prendreencomptelesinteractionsseproduisantentrecheveux.Deplus,lesmou-

vementssimulésétaienten généraltrèssimples(rotation lentede la tête,ou cheveux soumisà un
faiblevent).Commenousl'avonsvu dansl'état de l'art, Hadapet al. ont proposéunemanièreélé-
gantepourmodéliserleseffetscollectifsdescheveux,enreprésentantla chevelurecommeun milieu
�uide [HMT01] ; cetteméthode,relativementcoûteuse,selimite cependantà la simulationde che-
velureslisseset continues.Parallèlement,Planteet al. ont montréquela simulationde la chevelure
commeunensembledemèchesvolumiquesdéformables,eninteractionlesunesaveclesautres,pou-
vait produiredetrèsbonsrésultatsvisuelssurdesmouvementscomplexes,maisauprix deplusieurs
heuresdecalculpourquelquessecondesd'animation[PCP01].

Nous présentonsdansce chapitreune approcheadaptativecapablede modéliserles effets de
groupementdynamiquedescheveux en mèches,caractéristiquesdu mouvementde longscheveux.
Pourcefaire,nousintroduisonsla notiond'arbreadaptatifdemèches(AAM). Cettenouvellestructure
decontrôlepermetdesimulerà la fois le mouvementglobaldela chevelure,et lesvariationsàpetites
échellesdesmèchesindividuelles.L'avantagede l'AAM par rapportaux méthodesprécédentesest
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la réductionnotoiredu coût de simulationet de traitementdesinteractions,grâceà l'identi�cation
automatiquedeszonesdela chevelureoùlesmouvementsvisiblesdecheveuxsontsusceptiblesdese
produire.L'AAM estcoupléà unegéométriemultirésolutiondela chevelure,initialementemployée
pourdé�nir le modèledecoiffurequel'on souhaiteanimer. Cesystèmecoupléproduitdesanimations
stables,mettantenévidenceleseffetsnaturelsde regroupementsou deséparationsenmèchesde la
chevelureaucoursdumouvement.Nosrésultatsmontrentenoutrequela méthodepeuts'appliquerà
différentstypesdecheveux,aussibienlissesquebouclés.

Le travail quenousdécrivonsici a étémenéencollaborationavecTae-YongKim et Ulrich Neu-
mannde l'Uni versity of SouthernCalifornia,qui nousont fourni desmodèlesde coiffuresmultiré-
solutionet qui ont pris en charge le rendu�nal de nosanimations.Cettecollaborationa conduità
unepublicationà l' ACM-EGSymposiumon ComputerAnimation(SCA)en2003[BKCN03]. Notre
méthoded'animationadaptative aégalementfait l'objet d'un transfertindustrielversla �liale Virtual
actors crééeconjointementparle LaboratoireGRAVIR-IMA G et la sociétédejeuxvidéosGaliléa1.

1 Simulation adaptative

L'utilisation deniveauxdedétailadaptatifsestun moyenbienconnuen informatiquegraphique
pouraméliorerlesperformancesd'unesimulation.CommementionnéparDebunne[Deb00]danssa
thèse,unmodèleadaptatif(spatial)d'un objetdynamiqueconsisteàsimuleretà fairecohabiterdiffé-
rentsniveauxderésolutionpourdifférenteszonesspatialesdel'objet, enfonctiondecertainscritères
choisisau départ,et qui �x ent automatiquementle changementde niveaude détail desdifférentes
zonesde l'objet au coursde l'animation. Debunneétablit la distinction suivanteentresimulation
adaptativeet simulationhiérarchique: dansun modèleadaptatif,uneseulerésolutionestactive (et
donccalculée)à chaqueinstantparzonede l'objet, et doit cohabiteravec les résolutionscourantes
deszonesvoisines,tandisquedansunmodèlehiérarchique,plusieursniveauxdedétailpourrontêtre
actifssimultanémentsurunemêmezonede l'objet, et échangerdesinformationspouraccélérerles
calculs.Seloncettedé�nition, notremodèles'apparenteà la familledesapprochesadaptatives.

Lesmodèlesdéformablesadaptatifsproposésprécédemment,tel que[GKS02], sontessentielle-
mentdestinésà la simulationde milieux volumiquescontinus.Dansle casprécisde la simulation
decheveux,plusieursapprochesadaptativesont étémisesenplace,commenousl'avonsvu auCha-
pitre 1, à partir dela modélisationdela chevelurecommeun milieu continu[CJY02,BCN03].Nous
af�rmons cependantquela cheveluren'est pasun milieu continu, car l'on peuty observer defortes
discontinuitésgéométriquesau coursdu mouvement,en particuliervers les extrémitéslibres de la
chevelures.En2002,Kim etNeumann[KN02] ontmontréquel'utilisation d'unereprésentationgéo-
métriquemultirésolutiondela chevelurepouvait servirà la modélisationinteractivedecoiffurescom-
plexes.Cetravail nes'appliquaitcependantpasà descheveluresenmouvement.À la mêmepériode
quenosproprestravaux,Wardet al. [WLL � 03] ontalorsproposéun nouveautypedereprésentation
dela chevelureallianttroisniveauxdedétailgéométriquedifférents: dessurfacesdecheveux(résolu-
tion grossière),desbandesdecheveux(échelleintermédiaire)et descheveux individuels(résolution
�ne). Lestransitionsentrecesdifférentsniveauxdedétailsontgéréesautomatiquementaucoursdu
mouvementdela chevelure,selondescritèresdevisualisationtelsquela distanceà la caméra.Cette
méthodepermetalorsd'accroîtrelesperformancesdesimulation,principalementà l'étapederendu.
Bienqueprometteurs,lesrésultatssontmontrésuniquementdansle casdemouvementslentstelsque
descheveux�ottant dansle vent.

1La sociétéGaliléaetsa�liale Virtual Actors, soumisesà la rudeconcurrencedumilieu du jeuvidéo,ontmalheureuse-
mentdûdéposerleurbilan respectivementen2005eten2004.
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À la différencedel'approchedeWardetal., nouscherchonsici àdéterminerdesniveauxdedétail
liés à l' animationdela chevelure,et nonpasà savisualisation.Notreméthodesebaseainsisurune
nouvelle structurede contrôledu mouvementde la chevelure,l' arbre adaptatifde mèches(AAM),
capabled'adapterà chaquepasde tempssarésolutionlocaleen fonctionde la complexité du mou-
vementenchaquepoint de la chevelure.Nouspourrionsparailleurstout-à-fait imaginerdecoupler
notreméthodeavec l'algorithme deWardet al., enprenantenconsidérationla taille occupéepar la
cheveluresur l'écran commeun critèrede changementde sarésolutionpour l'af �chage; celanous
permettraitainsid'accroîtrel'ef �cacité delasimulation,àla fois auniveaudel'animationetauniveau
del'af �chage dela chevelure.

2 Vue d'ensemb le de la méthode

Notre objectif estde simuler le regroupementdynamiqueen mèchesde la chevelure au cours
du mouvement,a�n de parvenir à desanimationsà la fois ef�caces et stables.L'idée clef consiste
à adapterlocalementla résolutionlocale de la structurede contrôledurantl'animation, et doncà
concentrerlescalculsuniquementlà où c'est nécessaire,tout en réduisantle nombred'élémentsen
interactiona�n demaintenirunebonnestabilitépourla simulation.

Nousutilisonsunereprésentationmulti-échellepourla mèchedecheveu,similaireàcelleutilisée
pour la modélisationde coiffure par Kim et Neumann[KN02]. À chaquepasde temps,on détecte
et on traite les interactionsentrelesmèchesactives,de manièresemblableà la méthodeanisotrope
de Planteet al. [PCP02].L'intérêt d'utiliser unestructuremultirésolutionpour la chevelureestde
pouvoir modéliserchaquesectiondemècheparuncylindreindéformable(la déformationdesmèches
estpriseencomptedansle changementdeniveaudedétail),cequi simpli�e évidemmentbeaucoup
la gestiondescollisions.

FI G. 3.1: Comparaisonsentredesanimationsréellesetdesrésultatsdesimulation.

Lesprincipalescontributionsdenotreméthodesont:

– L'introductiond'unenouvellestructuredecontrôlepourl'animationdecheveux,appeléearbre
adaptatifdemèchesetnotéAAM, qui simulela subdivisionet la fusionadaptativesdemèches.

– La spéci�cationdecritèrespourdétecterlesendroitsdela chevelureoù l'on souhaitedu raf�-
nement,ou aucontrairedela fusion.

– L'améliorationde l'ef �cacité et de la stabilitédansle traitementdesinteractionspour lesap-
prochesàbasedemèches.

LesSections3, 4 et 5 décrivent respectivementcestrois contributions.Nousprésentonsl'implé-
mentationdela méthodeet lesrésultats�naux enSection6, avantdedresserun bilandela méthode.
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3 Arbre adaptatif de mèches (AAM)

Lorsquel'on observe unechevelure réelleen mouvement,on peut remarquerquedesmèches
se formentet se séparenten fonction du frottementsubi, deschargesélectrostatiques,ou bien de
la coiffure initiale. Le nombre,l'endroit et la taille desmèchesainsi observéesvarientau coursdu
temps.L'idéed'un arbreadaptatifdemèches(AAM) provientdufait quesurunechevelureréelle,les
mèchessemblentseformer d'abordau niveaudespointes,puis progressivementjusqu'auxracines
(commedesfermetureséclairqui pourraientcoulisserdu basdela chevelureversle haut).En effet,
les phénomènesd'interactionslient beaucoupplus les cheveux au niveaudesracinesqu'au niveau
despointesoù lescheveuxsonta priori pluslibresdeseséparerlesunsdesautres.

Le traitementmécaniquepointudecesphénomènescomplexesd'interaction,effectuéà l'échelle
du cheveu, exigerait unepuissancede calcul considérable,et poseraitvraisemblablementdespro-
blèmesde stabilité dansl'intégration numérique.Notre approcheproposeplutôt de modéliserces
phénomènesà l'aide d'unestructurededonnéesplusglobale,capabled'adapterautomatiquementle
nombreet l'emplacementdesdegrésde liberté de la chevelureà chaqueinstant,en fonction de la
complexité desonmouvement.Cettestructuredecontrôleseprésentesousuneformearborescente,
qui serami�e deplusenplusverslespointesdela chevelure(voir Figure3.2).

FI G. 3.2: À gauche, unechevelure réelle diviséeen mèches.À droite, la modélisationd'une chevelure par
un arbre adaptatifdemèches(AAM).L'AAM estun grapheorientéacycliquedont lesnœudsreprésententles
massesdescheveuxadjacents,et lesarêteslesliensdecontrôleentre lesnœuds.

Notonsquela complexité géométriquede la cheveluren'est pasforcémentliée à la complexité
de sonmouvement.Par exemple,descheveux bouclés,représentéspar un grandnombrede petites
mècheshélicoïdalesà l'étapedu rendu,peuvent trèsbien, lors de légersmouvementsde la tête,se
comporterglobalementcommes'il s'agissaitd'une seulegrossemèche.Inversement,unechevelure
d'apparencelisseet uniformepourrasesubdiviser soudainementenun ensembledepetitesmèches
etverraainsisonnombrededegrésdelibertéaccrusi elleestsoumiseàunmouvementviolent.Pour
modélisercecomportement,nousutilisonsun modèlemultirésolutiondechevelure(qui indiqueles
différentsniveauxde détail disponiblesau coursde l'animation), coupléà la structured'AAM qui
contrôlel'évolution du mouvementdescheveux.La structuremultirésolutiondela coiffure quel'on
souhaitesimulersertessentiellementàguiderle processusdesubdivisiondesmèchesensous-mèches
aucoursdu mouvement.

3.1 Géométrie multirésolution de la chevelure

Le modèlegéométriquedechevelurequel'on prendenentréeestcréégrâceà unehiérarchiede
cylindresgénéralisés(GCs),enadaptantl'approchedeKim et Neumann[KN02] consistantà modé-
liser desmèchesgrossièrespardesGCsquel'on peutensuiteraf�ner localementensous-mèches,et
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ainsidesuite.Danscequi suit,nousutiliseronslestermessur-GCetsous-GC(etégalementsur-nœud
etsous-nœud, voir dansla suite)pourévoquerla hiérarchiedecemodèlegéométrique,tandisqueles
termesparentetenfantservirontàdésignerlesrelationsentrelesnœudsdel'AAM (voir Figure3.3).

FI G. 3.3: Relationsentre le modèlegéométriquemultirésolutionet l'AAM.

Le modèlegéométriquemultirésolutionde la coiffure est créégrâceà la méthodede Kim et
Neumann[KN02], qui a étélégèrementmodi�ée dela manièresuivante:

– Le nombrede segmentsdansles sous-GCsdoit êtreun multiple du nombrede segmentsdu
sur-GC correspondant,de manièreà ce que les nœudsdessous-GCset du sur-GC (appelés
respectivementsous-nœudsetsur-nœudsdansla suite)puissentêtrefacilementidenti�és.

– On supposeque les GCsont dessectionstransversalescirculaires.Ce choix peutapparaître
limitant parrapportà la complexité desformesdemèchesquel'on souhaitevoir apparaîtreau
coursdu mouvement,maisde telle formespourrontnaturellementémergeraucoursde l'ani-
mationgrâceauprocessusdesubdivisiondemèchesensous-mèches.CettehypothèsedeGCà
sectionconstantesimpli�e considérablementle problèmedela détectiondescollisionsparrap-
port à l'approchedePlanteet al. [PCP01](baséesurdesenveloppesdemèchesdéformables),
puisqu'unseulrayonparsectiontransversalesuf�ra alorsàdéterminers'il y a interpénétration
ou non.

– L'approchede Kim et Neumann[KN02] n'imposepasquele contourextérieurd'un sur-GC
englobetoussessous-GCs.Dansnotrecas,la frontièred'un sur-GCestmodi�ée defaçonàen-
globerla sectiondesessous-GCs,dansuneétapedepost-traitement: étantdonnéunensemble
de sous-GCs,on calculed'abord la courbereprésentantle centrede gravité de cet ensemble,
puisonmodi�e le contourdusur-GCàpartirdecettecourbe(unesimplemodi�cation durayon
dansnotrecas).

3.2 Structure mécanique multiresolution

Le mouvementdechaqueGC estdonnépar la simulationd'un ensemblediscretdenœuds(voir
Figure3.4). Un nœudcorrespondau centrede la sectiondu GC dansla hiérarchiedu modèlegéo-
métrique.À chaquesectiond'une mèchegrossièrecorresponddoncune hiérarchiede nœuds(les
sectionsdesdifférentsGC hiérarchisésdela mèchecoïncident),chacundecesnœudscorrespondant
àuncertainniveaudedétailpourla section.Selonqu'ils appartiennentausur-GC ouà l'un dessous-
GCsnousappelleronsrespectivementcesnœudssur-nœudset sous-nœuds. Dansl'implémentation,
onstockepourchaquenœuddespointeursverssonsur-nœudetsessous-nœudscorrespondants,ainsi
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que le rayon de la sectiondu GC associé.La massedu nœudest déduitedu nombrede cheveux
représentésparcenœud.

FI G. 3.4: L'image de gauche illustre l'AAM. Les nœudsactifs sont représentéscommedessphères,et les
segmentsactifscommedescylindres.L'imagededroite montre le rendudecheveuxcorrespondant.

À chaquepasde temps,seul un nœudpar section(i.e. un niveaude détail) est actif, c'est à
dire animé.L'ensembledesnœudsactifs du modèlegéométriqueà un pasde tempsdonnéforme
exactementl'ensembledesnœudsdel'AAM à cemêmepasdetemps.On appellesegmentunearête
qui relie dansl'espace(et nonà traverslesniveauxhiérarchiques)un nœudd'une sectiondeGC (à
unerésolutiondonnée),avecunnœudappartenantàunesectionspatialementvoisine(àunerésolution
donnée).Les segmentsactifs du modèledésignentainsi les arêtesreliant les nœudsactifs, le tout
formantun grapheayantunestructurearborescente(voir Figure3.8).

Les subdivisions et fusionsdansl'AAM correspondentainsi à deschangementsde niveaude
détail dansle modèlegéométrique(la hiérarchiede niveauxde détail du modèlegéométriqueres-
tant inchangéeaucoursdel'animation).Cessubdivisionset fusionsdynamiquesgarantissentquela
structurearborescentedel'AAM estpréservée(voir Section4).

3.3 Animation

En pratique,un AAM estconstruitpour chaqueGC de niveaule plus grossierdansle modèle
géométriquede la coiffure; la chevelureentièreestdoncaniméecommeun ensembled'AAMs (un
AAM correspondàune“grossemèche”dela chevelure).Au début dela simulation,chaqueAAM est
initialiséaveccommenœudsactifsuniquementlesnœudslesplusgrossiers.Au coursdel'animation,
lesAAMs évoluentgrâceauxprocédésdesubdivision et defusiondécritsenSection4.

Lessegmentsde l'AAM sontsimuléssoit commedesliensrigides,soit commedesliensmous,
selonle comportementdésiré.Puisqu'unemècheboucléeestsusceptiblede s'allongerau coursdu
mouvement,on achoisid'utiliser desressortsmouspoursimulerlescheveluresbouclées,tandisque
desressortstrèsraidesont serviàmodéliserlescheveuxraides.Lesconditionsextérieurestellesque
la gravité, le mouvementdela tête,lescollisions,le frottementde l'air, etc.affectentle mouvement
desAAMs qui sontcontraintsparle modèledynamique,qui estdécritci-dessous.

Modèle physique utilisé

Le modèlephysiquequel'on animeestconstituéd'un ensemble�ni d'arbresorientés(voir Fi-
gure3.5)qu'on appelleragraphedemèches(ouéventuellementsqueletted'animation) dansla suite.
Chaquenœudreprésenteuneparticule physique(dotéed'une masse),et chaquearêteun lien entre
deuxparticules,se comportantun peu commeun ressort,pouvant être mou ou, au contraire,très
rigide. L'action exacted'un lien surdeuxparticulesseraexplicitéeun peuplus loin, lors de la des-
criptiondu schémanumériqueutilisé.
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FI G. 3.5: Structured'un graphedechevelure.

Chacundesarbrespeutsubirdessubdivisionset desfusionslocalesaucoursdu temps,et nous
décrironsprécisémentcesprocessusadaptatifsenSection4.Un arbreestencastrédansle cuir chevelu
dela manièresuivante:

– Le nœudracined'un arbren'a qu'uneseulearêteadjacente.
– L'uniquearêtereliant la racineà un autrenœudreprésenteun lien rigide et �x e dansle repère

dela tête(c'est lui qui donnel'orientationdela mèche),etchacunedesdeuxparticulesdepart
et d'autredecelien sontégalement�x esdansle repèredela tête.Cettepartiedel'arbre n'est
doncjamaissimulée(la positionetla vitessedesnœudsenjeunedépendentquedumouvement
dela tête).

Intégration au cour s du temps

Notre systèmephysiqueest composéd'un ensemblede chaînesde particules,chacunede ces
chaîneétantencastréeenuneextrémitésur le cuir chevelu (cettecontrainteestsatisfaite enmettant
simplementà la racineuneparticulede massenulle), l'autre extrémitérestantlibre. Les particules
sont liéesentreellespar desliensélastiquessimilairesà desressorts.On numéroterales particules
de 0 à N

�

1 depuisla racinevers la pointe,N étantle nombrede particulescomposantla chaîne.
Cependant,nousutilisons ici un algorithmed'intégrationnumériqueun peudifférent desmasses-
ressortstraditionnels,a�n deprendreencomptedemanièreef�cace etstabledegrandesdéformations
en�e xion dusystème,toutenmaintenantleschaînesàunelongueurrigoureusementconstante.

Commenousl'avonsvu auChapitre2, le but d'un schémad'intégrationnumériqueestdecalculer
l'état d'un systèmedynamiqueà l'instant t

�

dt, connaissantl'état decemêmesystèmeauxinstants
précédents(et éventuellementen fonction de l'état suivant dansle casd'une intégrationimplicite).
Notre problèmed'intégrationseformule ici de la manièresuivante.Pourchaqueparticulei d'une
chaînedonnée:

– Onconnaîtsapositionxi � t � et savitessevi � t � autempst.
– Oncherchesapositionxi � t

�

dt � etsavitessevi � t
�

dt � autempssuivant.

Le schémanumériquequel'on utilisepourcalculerl'état desparticulesà l'instant t
�

dt, connais-
santl'instant t, sebasesur l'algorithme mis aupoint parLyardet Faureen 2002[Lya02].Leur but
était d'obtenir un schémarapide(pouvant admettredesgrandspasde tempssansdiverger),et per-
mettantdesimulerdesliensrelativementrigides.Ayantremarquéquelesinstabilitésobtenuesparles
méthodesd'intégrationclassiquesproviennentde l'intégration desforcesélastiquesentreparticules
aucoursd'un pasdetempstrèsgrand,ils ontproposéunalgorithmed'intégrationprenantencompte
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séparémentlesforcesextérieuresausystèmeet lesforcesdeliaisoninterne.Le principedeceschéma
d'intégrationnumériqueestle suivant:

1. Dansun premiertemps,l'ensembledesforcesexternesau système(poids, collisions entre
mèches,frottementdel'air, etc.)sontintégréesenutilisantleschémad'Eulerexplicited'ordre1.

2. Ensuite,l'ensembledesforcesinternesau système(i.e. les forcesexercéespar les liens sur
les particules)sont prisesen comptepar modi�cation directedesvitessesobtenues,grâceà
l'utilisation d'unepseudo-raideur [Lya02]permettantderamenerla chaîneverssalongueurau
repos.Cetteétapedecorrectionestitérative,elleestexécutéeNbPassesfois (enpratique,nous
avonsobtenudebonsrésultatsenchoisissantNbPasses

�

5).

3. En�n, lespositionssontdéduitesdesvitessesdemanièreclassique.

FI G. 3.6: Schémad'intégrationnumériquedeLyard [Lya02].

Notonsquela dernièreétape,correspondantaucalculdespositionsà t
�

dt, peutsefaireautre-
ment,enutilisantnonpaslesvi � t � maislesnouvellesvi � t

�

dt � : xi � t
�

dt �

�

xi � t �

�

dt vi � t
�

dt � . On
obtientalorsun schémasemi-implicite,et c'est cequel'on a utilisé enpratiquepourunemeilleure
stabilité.

A�n d'obtenirunalgorithmegarantissantàla chaînedeparticulesune�e xion rigide,ainsiqu'une
longueurparfaitementconstante,nousavonscomplétéla méthodeprécédentepardeuxapports:

1. L'ajout d'une force de liaison angulaireélastiqueFbend
i pour chaqueparticulei, intégréeen

mêmetempsquelesforcesextérieures(étape1). Cetteforceestcalculéeà partir del'angle a i

forméparlesdeuxliensautourdela particulei :

Fbend
i

�
�

ka � a i �

a0
i �

WWWi 	?� xi
�

1 �

xi �

N

WWWi 	?� xi
�

1 �

xi �

N ,

oùWWWi �

� xi
�

1 �

xi �O	P� xi
�

1 �

xi � estle vecteurrotationentrelesdeuxliensautourde la parti-
culei, a0

i l'angleaureposentrelesdeuxliensautourdela particulei, etka uneconstantederai-
deuren�e xion . Enpratique,onchoisiraa0

i �

p (chaînerectiligneaurepos)etka �

0 � 2N Q rad.

2. L'ajout d'une phasedecorrectiondespositions,aprèsle calculdecelles-ci(étape3), qui em-
pêchentla chaînedes'étireroudesecomprimer. Cettecorrectionestitérative,et consistesim-
plementà repositionnerchaqueparticulei à la bonnedistancedesaparticuleprécédentei

�

1
(distancederepos),enla faisantglisserle longduvecteur� xi

�

1 �

xi � . Cetalgorithmeesteffec-
tuéenparcourantla chaînedepuisla racinejusqu'àla pointe.



4. SUBDIVISIONSET FUSIONSADAPTATIVES 89

Cetteméthodesimplenousa donnéde trèsbonsrésultatsen termesd'ef�cacité (quelquescen-
tainesdechaînessimuléesentemps-réel)etdestabilité(stabilitéinconditionnelle).

4 Subdivisions et fusions adaptatives

L'AAM s'adapteaucoursdu tempsensubissantdessubdivisionset desfusionsdynamiques.La
subdivision raf�ne localementla chevelureenajoutantdesdegrésdelibertéauxendroitsoù le mou-
vementsecomplexi�e. La fusionsimpli�e aucontrairel'AAM lorsquedifférentesmèchessuiventun
mouvementsemblable.Ceprocédéadaptatifsimpli�e grandementla gestiondescollisionsauseinde
la chevelure,commenousle mettonsenévidenceenSection5.

Candidat à la fusion

Candidat à la subdivision

Contraintes structurelles à chaque pas de temps :

FI G. 3.7: Exempled'uneséquenceadaptative: l'arbr edemèchessubitdessubdivisionsetdesfusionsaucours
du temps; à chaquepasdetemps,seulscertainsnœudspeuventêtre candidatsà l'un desprocessus,depar la
structure del'arbr e.

La Figure3.7montrequestructurellement,la subdivision nepeutseproduirequedebasenhaut
(despointesversles racines),et inversement,la fusionne peutseproduirequede hauten bas(des
racinesvers les pointes).On appelleranœudcandidatà un processus(subdivision ou fusion) un
nœuddu graphedemèchesqui respectecescontraintesstructurelles,nécessairesà la réalisationdu
processusenquestion.À chaquepasde temps,on détectelesnœudscandidatsà l'un ou l'autre des
processuspuison lessoumetàdestestsportantsurdescritèresgéométriquesetcinématiques.

4.1 Subdivision

Le processusde subdivision consisteà subdiviser un nœudcandidaten sessous-nœudshiéra-
chiqueslorsquesonaccélérationdevient suf�sammentgrande.Poureffectuerle processusdesubdi-
vision danstout le graphedemèches,on examinesuccessivementlesdifférentsnœudsdu graphe,en
partantdesracines.Si la subdivision a effectivementlieu, on neparcourtpaslesnœudsplacésdans
le sous-arbreayantpourparentle nœudqui vientdesesubdiviser, on passeauxautresnœuds.Sinon,
on descenddansl'arbre pourregardersi unesubdivision peutseproduireplusbas.

Un nœudsesubdivisesi lesdeuxconditionssuivantessontvéri�ées :

1. Sonaccélérationmultipliéeparsonrayondépasseun certainseuil.

2. Sonnœudenfantdansl'arbre s'estdéjàsubdivisé.

La condition1 modélisele fait qu'unemècheépaisseet enmouvementrapidea plusdechances
de sesubdiviser que les autres.La condition2 force la subdivision à seproduiredespointesvers
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les racines.Le processusde subdivision est illustré sur les Figures3.7 et 3.8. Lorsqu'un nœudse
subdiviseenplusieurssous-nœuds:

– La positiondechaquesous-nœud,stockéedansle repèrelocaldesonsur-nœud(correspondant
aunœudconsidéré)à l'initialisation ou lorsdela dernièrefusionproduite,estcalculéedansle
repèredumondegrâceà la positioncourantedu sur-nœudentrain desesubdiviser.

– La vitessedessous-nœudsestréinitialiséeavecla vitessecourantedusur-nœud.

FI G. 3.8: Le procédéde subdivision.1. Initialement,seulsles nœudsgrossiers sont activés.2. Le nœudà
l'intérieur du cercle véri�e le critère desubdivision.3. Sessous-nœudssontactivés.4. Aprèsquelquespasde
temps,le nœudà l'intérieur du cercle estcandidatà la subdivision.5. L'AAM qui résultede cettenouvelle
subdivision.

4.2 Fusion

Le processusde fusion est le processusinversede la subdivision : il consisteà fusionnerun
ensemblede nœudsayantle mêmesur-nœud,pourvuque cesnœudsremplissentcertainscritères
géométriqueset cinématiques.Le parcoursdesnœudsestsimilaireauparcourseffectuépourla sub-
division : on regardesuccessivementles ensemblesde nœudsactifs ayantle mêmesur-nœud(ces
nœudssontforcémentfrèresdansle graphedemèches).Si la fusiona effectivementlieu, on n'exa-
minepaslesnœudsplacésdansl'arbre ayantpourracinele nouveaunœudissudela fusion,onpasse
auxautresnœuds.Sinon,on descenddansl'arbre pour regardersi unefusionpeutseproduireplus
bas.

Les nœudsissusdu mêmeparent (i.e. frèresdansl'AAM) fusionnentsi leur sur-nœuddonne
uneapproximationsuf�sante deleur mouvement.Plusieursnœudspeuvent fusionnerensembles'ils
véri�ent lestrois conditionssuivantes:

1. Lesnœudssontcontenusà l'intérieur dela sectionrayondeleursur-nœud.

2. Lesnormesde leursvitessesrelativessontinférieuresà un certainseuil,a�n d'éviter de trop
grandesdiscontinuitésenvitesselorsdela fusion.

3. La condition1 desubdivisionn'estpasvéri�ée (cetestestajoutépourempêcherquedesnœuds
qui viennentjustedefusionnersesubdivisentimmédiatementànouveau).

Cetestdefusionestlocal : il estuniquementeffectuépourdesnœudsayantle mêmeparentdans
l'arbre.La structurearborescentedel'arbredemèchesestbienpréservéepuisquela fusionseproduit
desracinesverslespointes.

Lorsqueplusieursnœudsfrèresdansl'AAM fusionnentenleursur-nœud:
– Le sur-nœudestpositionnéaucentredegravité desnœudsqui fusionnent,etsavitesseestprise

égaleàla moyennedesvitessesdessous-nœudspondéréesparlesmassesdecelles-ci.Le rayon
de la sectiondu sur-nœudestlégèrementmodi�ée demanièreà engloberétroitementtousles
sous-nœudsqui fusionnent.
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– La position courantede chacundessous-nœudsest alors stockée(et gelée)dansle repère
local du sur-nœud: elle serviraà mettreà jour la positiondessous-nœudslorsdela prochaine
subdivision.

FI G. 3.9: Animationadaptatived'une queuede cheval, représentéeà l'aide d'un uniqueAAM (une seule
mèchegrossière).Enhaut: géométriemultirésolutiondela queuedecheval (troisniveauxdedétail).Enbas:
séquenceaniméesurunmouvementdepencherenavant,aucoursduquell'AAM sesubdivise, despointesvers
les racines,jusqu'auniveaude détail le plus �n, puis refusionnelorsquele mouvementralentit, desracines
vers lespointes.La séquencemontred'unepart directementl'AAM, d'autrepart le rendu�nal appliquéà cette
animation,qui estcalculéà chaqueinstantà partir despositionsdesnœudsau niveaude détail le plus �n
(nœudspasnécessairementactifs).

5 Gestion des interactions

Un desavantagesdel'AAM estqu'il modélisedemanièreimplicite lesinteractionsmutuellesdes
cheveux: grâceà cettestructure,lesmèchesvoisinesqui ont desmouvementssimilairesfusionnent,
imitant ainsi le frottementstatiquequi seproduitdansunechevelureréelle.Ceprocessuséviteainsi
d'avoir à traiterspéci�quementlescollisionsentremèches,et doncpermetd'accroîtrel'ef �cacité et
la stabilitédela méthode,deparle nombrelimité deprimitivesanimées.

Le traitementdesinteractionsentrecheveux estinspirédu modèled'interactionsanisotropesde
Planteet al. [PCP02](voir Figure 3.11). L'intérêt d'utiliser une structuremultirésolutionpour la
chevelureestde pouvoir modéliserchaquesectionde mèchepar un cylindre indéformable(la dé-
formationdesmèchesestpriseen comptedansle changementde niveaude détail), ce qui facilite
évidemmentbeaucoupla gestiondescollisions.
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5.1 Interaction entre la chevelure et le corps

Le corpsestapprochéparuneliste desphères.Chaquenœuddu graphedemèchesestapproché
égalementpar uneenveloppesphérique(le rayonestbien sûr issude la modélisationinitiale de la
coiffure). La détectionde collision estdonctrèssimpleà calculer(testsur unedistance).Le corps
pouvant,à notreéchelle,êtreconsidérécommeun objetrigide, la réponseà la collision esteffectuée
en modi�ant directementla positionet la vitessedu nœuden pénétrationavec le corps(impulsion
appliquéeaunœud),commeillustrésurla �gure ci-dessous.

FI G. 3.10:Réponseà la collisionentre lescheveuxet le corps,approchépar unesériedesphères.

Cetraitementdescollisionsestassezapproximatif,maissemblesuf�sant pourrendrecomptedes
interactionsentrele corpset la chevelure(les membresdu corpssontgénéralementbeaucoupplus
épaisquelessegmentsdemèches,doncla détectiondecollisionest,engénéral,garantie).
D'autrepart,le corpsétantbeaucouppluslourd quelescheveux,il estraisonnableden'agir quesur
le nœuddu segmentdemèche(celarevient à dire quela forceopposéeappliquéepar le nœudsur le
membreducorpsn'a aucuneffet surle corps).
Onremarqueraqu'onn'appliqueaucuneforcedefrottemententrele corpsetla mèche.Cecifait partie
desaméliorationspossibles.

5.2 Gestion des collisions entre mèches

Accélération de la détection

Pouréviter un parcoursnaïf dessegmentsde la chevelure,qui conduiraità un coût de calcul
quadratiqueennombredesegments,nousutilisonsunegrille 3D miseà jour à chaquepasdetemps,
dontlescellulesstockentàchaqueinstantla listedessegmentsqui intersectentla portiondel'espace
correspondante.À chaquepasde temps,on testealorsuniquementl'interpénétrationdessegments
setrouvant dansla mêmecellule de la grille, ce qui limite considérablementle nombrede testsà
effectuer, enparticulierlorsquela chevelurecomporteungrandnombredemèches.

La grille 3D estreprésentéeparunetabledehachage,associéeà la fonctiondehachagesuivante:

index : pos3D
�SR

ptr_cell � pos3D �

où pos3D estunvecteurpositiondel'espace,et ptr_cell � pos3D � l'indice dela celluledela grille 3D
contenantcetteposition.
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FI G. 3.11: Les interactionsentre mèchessont détectéesef�cacement,car les segmentsde mèchessont de
simplescylindres.(a) Desforcesdefrottementsontgénéréesentredeuxsegmentsparallèles; (b) desforcesde
répulsionsontappliquéesentre deuxsegmentsnon parallèles; (c) la réponseà la collision estcalculéeaux
pointslesplusproches,et distribuéeensuiteauxnœudssimuléscommedesmassesponctuelles.

Réponse

Notretraitementdesinteractionsentremèchesestbasésuruneméthodedepénalité,et s'inspire
du modèledecollision anisotropede Planteet al. [PCP02].Ainsi, lessegmentsde mèchesorientés
de manièresimilaire peuvent s'interpénétrer, et sontdansce cassoumisà desforcesde frottement
visqueux.Onempêcheparcontrel'interpénétrationentrelessegmentsd'orientationstropdifférentes
en les soumettantà desforcesélastiquesrépulsives (forcesde pénalité),qui permettentd'éviter le
croisementdesmèches(voir Figure3.11,(a)et (b)).

On modélisece comportementanisotropeà l'aide de forcesde frottementvisqueuxV 1 andV2,
calculéesauxpointslesplusprochesP1 et P2 surlesdeuxsegmentsencollision,

V1 �

kf �

�P2 �

�P1 � ; V2 �
�

V1, (3.1)

et enajoutantdesforcesderépulsionR1 et R2 lorsquel'angle entrelesdeuxsegmentsestsupérieur
àun certainseuil:

R1 �

kr � r
�

d �

� P1 �

P2 �

N

P1 �

P2
N ; R2 �

�

R1, (3.2)

où r estla sommedesrayonsdesdeuxmorceauxdemèches,d la distanceentrelesdeuxsegmentsde
mèche,kf un coef�cient defrottementetkr un coef�cient deraideur.

La force résultanteF
�

V
�

R en P (où P représenteP1 ou P2) est alors répartieselondeux
forcesFp et Fc appliquéesrespectivementaux nœudsNp et Nc desextrémitésdu segment (voir
Figure3.11,(c)) : si P

�

l Np �

� 1
�

l � Nc, alors

Fp �

l F; Fc �

� 1
�

l � F. (3.3)

Le coef�cient de frottementk f utilisé dansl'équation(3.1) doit varier selonle niveaude détail
hiérarchiquedu segmentde mèche.Les forcesde frottementdoivent permettrede réduirela norme
dela vitesserelative entrelesnœuds,maisnedoiventenaucuncaschangerla directiondela vitesse
relative; ce problèmepeut survenir dansle casoù la masseest trop petite par rapportà la force
appliquée.A�n demaintenirk f àunevaleurraisonnabletoutengarantissantunfrottementéquivalent
à tousles niveauxde détail,nousutilisons: k f �

a m, où m estla massedu nœudenfant Nc. Nous
véri�ons aussiquele pasdetempsestsuf�sammentfaiblepouréviterl'in versiondesvitessesrelatives
(a dt ! 1).
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6 Résultats et discussion

Danslesexemplesprésentés,la massedechaquenœudgrossieraété�xée demanièreàcequela
massetotaledela chevelureatteigneentre500g et 2 kg (à peuprès1 g parnœudgrossier),sachant
quele processusdesubdivision assurebienévidemmentla conservationdela massedela chevelure.
Parle biaisd'uneinterfaceinteractive, l'utilisateurpeutfairevarierle seuildesubdivisionentre0 � 1 et
0 � 5 N � m � kg�

1. La valeurchoisiedépenddela proportiondesubdivision quel'on souhaiteaucours
dumouvement; pourdescheveuxbouclésparexemple,généralementcaractérisésparunetendanceà
restergroupésenmèches,onchoisiraunevaleurassezforte(peudesubdivision), tandisquepourdes
cheveuxlisses,onpourrachoisirunevaleurplusfaible(davantagedeséparationensous-mèches),de
tellesortequela chevelurepuisses'étendrevisiblementaucoursdumouvement.Pourl'animationde
cheveuxbouclés,nousavonsainsiactivé seulement2 niveauxdedétail,tandisque3 niveauxont été
utiliséspour la simulationdecheveux lisses,permettantd'obtenir un boncompromisentreréalisme
visuelet ef�cacité descalculs.Plusdeniveauxdedétailpourraientêtreemployéspouraugmenterle
réalismevisueldecesanimations.

Résultats qualitatifs

Quelquesrésultatssontillustrésci-après.Différentsstylesdecoiffure ont ainsiétésimuléspour
différentstypesdemouvement.Grâceauprocédéde fusion,le mouvementdescheveuxsestabilise
lorsquela chevelurerevientaurepos,carlesmicro-collisionsentrepetitesmèchesvoisinessontalors
évitées.

Lesanimationsmontréessur la Figure3.12ont étérenduesenaf�chant environ 10000cheveux
individuels.Le rendudenotreméthodea étéeffectuéparKim, enutilisantuneversionmodi�ée des
cartesd'opacité[KN01] pour le calcul de l'auto-ombrage.Le modèlelocal de ré�exion utilisé est
celui de Kajiya-Kay [KK89], implémentésur la cartegraphique.Pourchaqueimage,les cheveux
individuelssonttracéscommedespolylinesOpenGL,avecunantialiasagebasésurunalgorithmede
tri dé�ni dans[KN02]. Le coût du rendupeutvarier d'environ unefraction de secondeà quelques
secondesparimage,selonla précisionsouhaitée.

Performances

Modèledecheveuxanimé Algorithmenaïf Algorithmeadaptatif
(N, L) temps/image(s) tempsmoyen/image(s)
Court(5149,2) 3,1 0,32
Courtbouclé(4909,2) 2,7 0,27
Long (6065,3) 3,8 0,09
Longbouclé(9853,3) 7,9 0,29

TAB. 3.1: Performancesdel'algorithme adaptatif.

Le tableauci-dessuscomparenotreméthodeadaptative avec l'algorithme naïf qui consisterait
à simulerle niveaudedétail le plus�n tout au long de l'animation.Le tableauindiquele temps(en
secondes)mispourcalculerunpasd'animation,pourquatretypesdifférentsdechevelures(N indique
le nombretotal denœudsde la hiérarchieauniveaule plus �n, et L le nombredeniveauxdedétail
simuléspourchaquecoiffure)etpourunmouvementdupersonnageidentiquedanslesquatrecas.Ces
valeursontétéobtenuesensimulantl'algorithmesurunprocesseurPentiumde1.7GHz.Nousavons
utilisé4 pasd'intégrationparimage(i.e., dt

�

10ms). Le calculpouruneanimationde10secondesa
prisaumaximum5 minutes.
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7 Bilan

En termede performances,on constateque notrealgorithmeestef�cace : les cheveluressont
animéesavecuncoûttrèsraisonnable,encomparaisonaveclesheuresdecalculnécessairesà la mé-
thodedePlanteetal. [PCP02],qui utilisedemanièresimilairedesmèchesvolumiquespourl'anima-
tion maissansexploiter la multirésolution.Nostempsdecalculsontcomparablesà ceuxdeWardet
al. [WLL � 03] obtenusavecunereprésentationdela chevelureparniveauxdedétail.Notreapproche
a égalementl'avantagedepouvoir traiterdesmouvementsimportantsdela chevelure,contrairement
à la plupartdesméthodesqui ne montrentque les mouvementslentsde chevelureslors de légers
mouvementsdela tête,ousousun légervent.

Cependant,notreméthodeneprendpasencomptelesdéformationsgéométriquesd'unemèche;
lesmèchesrestentdonctoujoursassezvisibles(mêmesi elleschangentdeniveaudedétail),cequi
n'estpastoujourssouhaitable,surtoutlorsquel'on veutanimerunecheveluretrèslisse.Danscecas,
desméthodesbaséessurdesinterpolationslocalesentrecheveuxsontcertainementplusappropriées.
De plus,noscritèresdesubdivision et defusionont étédé�nis demanièretrèsad hoc, et ceschoix
mériteraientdoncd'être approfondis.En�n, le modèlephysiqueutilisé danscetteapprocheesttrès
approximatifdoncpeuréaliste.Dansla suitedenostravaux(Chapitres5,6,et7),nousnousproposons
deconstruireun modèledecheveluremécaniquementréaliste.
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FI G. 3.12: Animations�nales. Dehautenbas: descheveuxcourtset lissesdansunmouvementdecourse; des
cheveuxlongsetépaisdansunmouvementdepencherenavant; descheveuxlongsbouclésdansunmouvement
depencherenavant; descheveuxcourtset bouclésdansunmouvementdepencherenavant.



CHAPITRE 4

Représentation volumique de la
chevelure pour le rendu

A certainesheures,la campagneestnoire de so-
leil. Les yeux tententvainementde saisir autre
choseque desgouttesde lumière et de couleurs
qui tremblentauborddescils.

CAMUS, Nocesà Tipasa

E travail effectuéaucoursdecettethèsesurle rendudecheveuxa étéessentielle-
mentmotivéparle besoinnettementressentidedisposerd'unetechniqueà la fois
simple,rapideetprécise,pournouspermettredevisualiserdescheveluresenmou-
vement,animéespar lesdifférentesapprochesdynamiquesquenousavonsmises
au point. En effet, un rendusuf�samment réalisted'une chevelureaniméeoffre,
d'unepart,un outil devisualisationprécisqui peuts'avérertrèsutile pourétudier

et comprendreles problèmesliés à uneméthoded'animationspéci�que(en particulier, la manière
dont lescontactsentrecheveuxsontgérésesttrèspeuvisible si lescheveuxnesontpasombrés,car
on neperçoitpasle relief ni lesrecouvrementséventuels).D'autrepart,disposerd'unetechniquede
renduréalistedecheveuxcorrespondbienévidemmentaussiàun moyendevalorisernostechniques
d'animation,etdepouvoir présenternosrésultatsà la communautégraphique.

Cechapitreprésenteunnouvel algorithme,àla fois rapideetprécis,pourcalculerl'auto-ombrage
d'unechevelureanimée.Notreméthodesebasesurunecartededensité3D, orientéeselonla direc-
tion de la lumière.Cettestructureoriginalecombineunereprésentationvolumiquede la chevelure
avec une partition de l'espaceorientéeselonla lumière supposéeunidirectionnelle.Grâceà cette
carte3D (appeléedansla suitecarted'ombre ou toutsimplementgrille), l'auto-ombragedecheveux
peutêtrecalculédemanièrepréciseendestempsinteractifs(quelquesimagesparsecondepourune
coiffurecomplète)surunCPUstandard.Nonseulement,notreapplicationnedépendpasd'extensions
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spéci�quesdecartesgraphiques(et doncelle estportable),maiselle peutégalementêtredistribuée
facilementsur plusieursCPUs,ce qui permetencored'accroîtresesperformances.La méthodeest
particulièrementadaptéeau rendude cheveluresanimées,car aucunprécalculsur la géométriede
la cheveluren'est requis; deplus lesstructuresdedonnéesen jeu sontrapidementremisesà jour à
chaquepasdetemps.Enoutre,elleoffre uneméthodealternative, trèsef�cace, pourgérerdemanière
volumiquelesinteractionsmécaniquesentrecheveuxà chaquepasdetemps.Nosrésultatsillustrent
le réalismedurenduet la rapiditédela méthodesurla chevelured'un personnageanimépardifférents
mouvementsdedanse.

Ce travail a étémenéencollaborationavec ClémentMénier, en thèsedansles l'équipesMOVI
(LaboratoireGRAVIR-IMA G) et APACHE (LaboratoireID-IMA G), qui a participéà l'optimisation
desdifférentsalgorithmesmis en œuvre,et implémentéuneversionparalléliséede l'approche.Le
présentchapitrea fait l'objet d'une publicationà GraphicsInterfaceen 2005 [BMC05] (prix du
meilleurpapierétudiant).

1 Conte xte

L'apparenceréalisteou non d'un objet composite(tel qu'une chevelure)dépendbeaucoupdes
ombresprojetéesparle matériausurlui-même,commenousavonspule mettreenévidencedansl'état
del'art auChapitre1.Eneffet, cephénomèned'auto-ombragecontribuetrèsnettementàconférerune
apparencedevolumeà l'objet desynthèse(voir Figure4.1).Dansle casd'une chevelurecomplète,
composéed'une centainede milliers de �bres très�nes et translucides,ce phénomèneestd'autant
plusdif�cile à reproduiredemanièreà la fois convaincanteetef�cace.

1.1 Animation et rendu interactifs de cheveux

Récemment,plusieurstravaux se sontpenchéssur l'animation interactive de cheveux [WL03,
BCN03]. Le travail que nousavons présentéau chapitreprécédentsuivait égalementcet objectif.
Mais la plupartdu temps,lesbonnesperformancesobtenuespartoutescesapprochesn'incluentque
le coûtde l'animation, tandisquele rendudescheveuxestcalculéenpost-traitement,et doncn'est
pasconsidérécommefaisantpartiedela simulation.

Les approchesqui visentl'auto-ombrageinteractif sonttrèsrécentes,et s'appuientpour la plu-
partsurlesavancéesremarquables,cesdernièresannées,descartesgraphiques[MKBR04,KHS04].
Bien queperformantes,cesméthodessontfortementdépendantesde l'architecturematériellede la
machinesur laquellele codeestexécuté(i.e. du typedeprocesseurgraphique),et restentégalement
dif�ciles à implémenter. Nousproposonsunesolutionalternative, baséeessentiellementsur le CPU
etsurlesfonctionnalitésstandarddescartesgraphiques.Notretechniques'avèretrèssimpleà implé-
menter(unecentainede lignesdecode),�e xible, tout en garantissantlesmêmesperformancesque
lesapprochesutilisantla programmationsurprocesseurgraphique.

1.2 Cartes d'ombre 2D et rendu volumique

Un étatdel'art completsurle rendudecheveuxaétéprésentéauChapitre1.Demanièregénérale,
onpeutdistinguerdeuxtypesd'approchespourprojeterdel'ombredansdesobjetsvolumétriques: les
cartesd'ombre 2D, et le lancerderayonà traversunegrille dedensitévolumique.

Lesméthodesderenduvolumique,utiliséessurtoutdanslesannées80maisassezpeurécemment,
et rarementappliquéesaucasdescheveux,utilisentunereprésentationavantageusedesobjetssemi-
transparents,sousla forme d'une cartede densité3D. Cependant,l'étapede tracerde rayonspeut
s'avérer trèscoûteuse,puisqu'elleexige le calcul et le tri d'intersectionsmultiplesentreles rayons
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et lesobjetsqui doiventêtreombrés.Lescartesd'ombre2D tirent justementparti d'un échantillon-
nagede la géométriede la scènesuivant la directionde la lumière,pour accélérerle calcul de la
transmittance.Notreméthodes'inspireenfait decesdeuxtypesd'approches: la représentationdela
chevelureparunegrille volumiquededensité,orientéeselonla directiondela lumière,nouspermet
dedé�nir unalgorithmed'auto-ombrageà la fois simpleet interactif.

Pourgénérerle rendu�nal d'une chevelure,nousutilisons ici le modèled'illumination locale
ef�cace de Kajiya et Kay [KK89], présentéau Chapitre1. Notonscependantquenotrealgorithme
d'auto-ombragepourraitêtrecombinéavec n'importe quel autremodèled'illumination locale,par
exempleavecle modèleplusréaliste- maisaussipluscoûteux- deMarschneretal. [MJC � 03]. C'est
d'ailleurscequenousferonsauxChapitres6 et 7 a�n d'obtenirun rendudehautequalité.

FI G. 4.1: Unechevelureaniméerenduesansauto-ombrage(à gauche),et la mêmechevelureombréepar notre
algorithme(à droite).La structure3D,orientéeselonla directiondela lumière, qui stockelesvaleursdedensité
dela chevelureet detransmittance(au centre).La simulationtotaledela chevelure(incluantl'animation et le
rendu)estcalculéeentempsinteractif surunCPU standard.

1.3 Vue d'ensemb le de la méthode

Notrebut estdefournir unemanièresimple,préciseet ef�cace pourprojeterdesombresà l'in-
térieurd'une chevelure.Notre méthodedoit êtresuf�samment �e xible pour prendreen compteet
accélérerle calculdescènesvirtuellesmettantenjeudescheveuxanimés.

Notreprincipalecontribution estdeproposerunenouvelle structurealgorithmique,appeléecarte
d'ombre 3D, orientéeselonla lumière, qui s'inspireà la fois desvolumesdedensité3D traditionnels
(densityvolumes) etdesplusrécentescartesd'ombre2D (2D shadowmaps), puisqu'ellecombineune
représentationvolumiqueoptimiséede la chevelureavec unepartitionde l'espaceorientéeselonla
lumière.La structureenvoxelsdenotrecarted'ombre3D stocke la densitédecheveuxdansl'espace
ainsiquel'atténuationdela lumièreà traversla chevelure,etsertàcalculerla couleur�nale attribuée
àchaqueprimitive servantà tracerl'ensembledescheveux(segmentsOpenGLparexemple).

Lesprincipauxavantagesdenotreméthodesontlistésci-dessous:
– Notreapplicationestportable,simpleà implémenter, et permetderendreinteractivementune

coiffurecomplète,composéedemilliers decheveux,surunCPUstandard.Deplus,la méthode
peutseparalléliserfacilementpourdansl'optique d'uneapplicationentemps-réel.

– L'approcheestparticulièrementadaptéeau rendude cheveux animés,puisqueles structures
algorithmiquesutiliséessontconçuespourpermettreunemiseà jour ef�cace deleursdonnées
à chaquepasde temps.De plus,nousmontronsquecesstructuresdedonnéesfournissentun
moyendirectpourgérerlesinteractionsmécaniquesentrecheveux,sanscoûtsupplémentaire.

– Notre techniquenefait aucunehypothèsesur la géométriede la chevelure,et peutdoncs'ap-
pliqueràn'importequeltypedecoiffure.Nousl'avonstestéesurplusieurscheveluresdetypes
différents(lissesetbouclés),statiquesouanimées.
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La Section2 décrit notrestructurede carted'ombre3D orientéeselonla lumière.La Section3
expliquecommentl'auto-ombrageesteffectuéef�cacementenutilisantcettenouvelle structure.La
Section4 présentedeuxextensionsdela méthode: d'unepart,nousmontronsquenotrecarte3D peut
servir, enplusdela gestiondesinteractionslumineusesentrelescheveux,à la gestionef�cace desin-
teractionsmécaniquesentrecheveux; d'autrepart,nousfournissonsuneversionparalléliséedenotre
algorithme,qui amélioreencorelesperformancesdela simulation.EnSection5, nousprésentonsles
résultatsobtenus,et lesévaluonsentermesderéalismeet deperformance,avantdeconclure.

2 Carte d'ombre 3D orientée selon la lumière

Notrecarted'ombre3D estunegrille cubiqueuniforme,qui associeà chaquevoxel (ou cellule)
unevaleurde densitéde cheveux,ainsiqu'unevaleurde transmittance. Par densitédecheveux,on
entendla massede cheveuxparunitédevolume(densitémassique).La transmittanced'une région
de l'espacereprésentequant-à-ellela quantitéde lumièrequi pénètredanscetterégionde l'espace,
relativementà la quantitéde lumièretotaleémise.Nousdé�nirons plusprécisémentcettenotionen
Section3.2.

Lesdifférentescheveluresquenoussouhaitonsrendreici sontcomposéesd'un ensembledeseg-
ments,et parsoucidesimplicité,nousallonsdécrirenotreméthodeennousplaçantsouscettehypo-
thèse.Notertout demêmequenotrealgorithmepourraits'appliquerà d'autrestypesdegéométries,
commedessurfacespolygonalespar exemple.La seulecontrainteest de disposerd'une fonction
évaluantla densitédela géométriedela chevelureenunerégionquelconquedel'espace.

2.1 Repère local orienté selon la direction de la lumière

Noussupposeronsdansnotreméthodequelesrayonsdelumièresontparallèles(i.e. issusd'une
sourcedelumièresituéeàl'in�ni). La lumièreenvironnantepeutdoncêtrereprésentéeparuneunique
direction,dé�nie par le vecteur3D normaliséL. Cettehypothèseestraisonnabledansla mesureoù
l'on s'intéresseici àdesconditionssimplesd'éclairage(lumièredusoleilparexemple).Onévoquera
la possibilitédegérerdessourcesponctuellesenconclusiondecechapitre.

Au lieu d'utiliser une structured'orientation �x e, alignéeavec les axes du repèredu monde,
commec'est le casdanslesprécédentesméthodesde renduvolumique,notregrille de l'espaceest
toujoursalignéeselonladirectiondela lumière.Plusprécisément,lesaxesdenotrecarted'ombresont
dé�nis parunrepèrelocalRRR

�

� O � Xmap � Ymap � Zmap � oùXmap coïncideavecle vecteurnormaliséL,
indiquantla directiondela lumière,et oùO estl'origine dela carted'ombre(voir Figure4.4).

Commenousle verronsenSection3.2,cettecon�gurationdela grille 3D estpropiceà l'accumu-
lationef�cace destransluciditéspropresàchacunedescellules,le longdesrayonslumineux.Notons
quepourunechevelurestatique,quel'on souhaiteobserver sousunelumièrechangeante(éclairage
“dynamique”),ce choix ne seraitpasapproprié,puisquela géométriede la cheveluredevrait alors
êtrerééchantillonnéedansla grille àchaquefois quela lumièresedéplace.Cependant,dansnotrecas
dechevelureanimée,la géométriedela cheveluredoit detoutesfaçonsêtrerecalculéeà chaquepas
de temps,et doncla priseencompted'un déplacementde lumièred'un pasde tempsà un autrene
génèreaucunsur-coût.

2.2 De l'espace objet à l'espace de la car te d'ombre

A�n d'occuperuneplacelimitée enmémoire,notrestructurededonnéesexploite le fait que,au
coursdel'animation,le volumed'unecheveluresesituetoujoursà l'intérieur d'uneboîteenglobante
de taille constante,prédéterminéepar la longueurde la coiffure quel'on souhaitesimuler. En effet,
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mêmesi elle peutsedéplacerdansn'importe quellerégionde l'espace,la chevelurerestetoujours
attachéeà la têted'un personnage,etchaquecheveuestunestructureinextensible.Onpeutainsisto-
cker lesélémentsgéométriquescomposantla chevelureà l'intérieur d'une structurespatialebornée,
pourvuquel'on puissedé�nir unefonctiondecorrespondanceentrel'espace3D du mondevirtuel,
nonborné(là où sedéplacela chevelure),et l'espace3D bornédecettestructure.Unetelle fonction
decorrespondance,notéeYYY, estdonnéedansla suite.

La dimensionspatialedela carted'ombreestdonc�xée et dépenduniquementdela taille maxi-
mum lmax descheveux composantla chevelure.Si la dimensionde la carted'ombreestsupérieure
ou égaleà 2lmax �

hmax, où hmax est la dimensionmaximalede la têtedu personnage,alorson est
assuréquela grille représenteratoujoursun volumeenglobantdela chevelure,à n'importequelpas
de temps(voir Figure4.2).Bien sûr, le meilleurchoix pour la dimensionde la grille estle nombre
minimumqui satisfait la contrainteci-dessus.

La taille (ou résolution)de la carted'ombre(i.e. le nombredecellulesqu'elle contient)dépend
de la précisiondésiréepour l'auto-ombrage.Nousavons effectuédestests,reportésen Section5,
qui comparentlesrésultatsvisuelsobtenuslorsquedifférentesrésolutionspourla carted'ombresont
utilisées.

FI G. 4.2: Taille minimaledela grille enfonctiondela longueurdescheveux.

Dansle restede ce chapitre,NCELLS dénoterale nombrede cellulesde la carted'ombre,dans
chaquedirectionXmap, Ymap etZmap durepèreRRR , etDs représenterale pasdela grille, i.e. la dimen-
sionspatialedechaquecellule,supposéeconstante(voir Figure4.3).

FI G. 4.3: Unecelluledela carted'ombre, contenantunpoint P. Lesparamètresl i indiquentla positiondeP
à l'intérieur dela cellule, etserontutilesà l'étapede�ltr age(voir Section3.3).Par convention,chaquecellule
stocke la quantitéde lumière reçuepar sa facearrière (en jaune),i.e. la quantitéde lumière qui a traversé
touteslescellulesprécédentesainsiquela cellulecourante.

Pourtrouver l'indice dela cellulecorrespondantàunpointP T x U yU zV del'espace,lescoordonnées
de P sont d'abord expriméesdansle repèreRRR de la carted'ombre, T xmap U ymap U et zmap V , puis la
fonctiondecorrespondancesuivanteestappliquée:
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La Figure4.4 illustre la correspondanceentrel'espaceobjet et l'espacede la grille. Grâceà la
fonctionYYY, l'accèsauxélémentsde la carted'ombres'effectueentempsconstant,cequi contribue
largementà l'ef �cacité dela méthode.

FI G. 4.4: Correspondanceentre l'espaceobjetet l'espacedela carted'ombre. À causedel'opérateurmodulo
dansla fonctiondecorrespondanceYYY, la première tranchedela grille (selonl'or dre indiquépar l'arrivée de
la lumière) estidenti�ée par imin, qui nereprésentepasnécessairementl'indice le pluspetit. Lespremière et
dernière tranchesontdesindicesconsécutifs.

3 Algorithme d'auto-ombra ge

Notrealgorithmed'auto-ombragepeutsedécomposerentroisétapesprincipales: le remplissage
delagrille parla densitédecheveux(1), lecalculdela transmittance(2),etle �ltrage (3). Initialement,
chaquecelluledela carted'ombreaunedensiténulle (nousquali�eronsdevideunetelle cellule).

La Figure4.5résumele pipelinecompletdu rendu1.

3.1 Calcul de la car te de densité

La premièreétapede l'algorithme consisteà remplir la grille avec la densitéde cheveux. Pour
cela,on parcourtsimplementla géométriede la chevelurelinéairement(dansun ordrequelconque),
eton effectuelesopérationssuivantes:

1Dansnotrecas,chaquecheveuestrenducommeuneligneOpenGL.
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FI G. 4.5: Le pipelinecompletdu rendu.

– Chaquecheveusi estinterpoléetéchantillonné,grâceàunesplinedeCatmull-Rom,ennSmooth
pointsPi

k.
– PourchaquepointPi

k, la densitédela celluleYYY _ Pi
k `

estincrémentéed'uneunité.
Bien sûr, la valeurde densitérésultantepour unecellule donnéen'a de sensque relativement

auxvaleursdedensitédesautrescellules.En effet, chaquevaleurisoléededensitéestarbitraire,et
dépenden particulierdu nombrede pointsutiliséspour l'échantillonnaged'un cheveu. En suppo-
santquel'échantillonnagedescheveuxestuniforme,cequi sembleunehypothèseraisonnable,cette
densitérelative, multipliéeparun facteurd'échelle f , donneuneapproximationde l'atténuationde
la lumièreà travers la cellule correspondante.Cettequantitéest classiquementappeléeparamètre
d'extinction[LV00].

En pratique,notreéchantillonnagede cheveux est le mêmequecelui utilisé à l'étape �nale de
rendu,cequi permetdegarantirquechaquepointaf�ché appartientàunecellulenon-vide.

3.2 Calcul de la transmittance

La fractiondelumièrequi pénètreenun pointP del'espacepeuts'écrire[LV00] :

t _ P
`ba

exp ced?f

l

0
z _ l g

`

dl gih (4.1)

où l estla longueurdu cheminparcouruparla lumièreentrela sourcelumineuseet le pointP, et z la
fonctiond'extinction le longdecechemin.

La fonctiont s'appellela fonctiondetransmittance. Onpeutévaluert enéchantillonnantl'espace
le long du cheminlumineux,et enaccumulantlestransluciditésdesrégionséchantillonnées,dansla
directiondela lumière.
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Dansnotrecas,nousavonsbesoind'évaluerla fonctiondetransmittancedanschaquecellulede
la carted'ombre.Pourcela,nouscalculonsla transluciditédechaquecellule � i � j � k � :

t � i � j � k �

�

exp �

�

zi � j � k Ds� (4.2)

où le paramètred'extinction zi � j � k secalculeenutilisant la valeurde la densitéde la cellule � i � j � k � ,
commeexpliquéenSection3.1 : zi � j � k �

f di � j � k avecdi � j � k la densitérelative dela cellule � i � j � k � et f
un facteurd'échellequi serviradansl'interfaceàajusterle niveaud'ombresouhaité.

Lestransluciditéssontensuitecomposéesensemble,pourdonnerla transmittance�nale dechaque
cellule � i � j � k � :

Trans� i � j � k �

�

i

Õ
i jkI imin

t � i %l� j � k � (4.3)

où imin estl'indice de la tranchede la carted'ombrequi estfrappéeenpremierpar la lumière(voir
Figure4.4).

Commementionnédansla sectionprécédente,la nouveautédenotreapproche,encomparaison
avec lesméthodesprécédentesutilisant lesgrilles devoxels,résidedansle fait quelescellulessont
triéessuivant la directionde la lumière: l'accumulationdestransluciditéspeutalorss'effectuerde
manièretriviale,commeexpliquéci-dessous.Soit prevTransunparamètredestinéàstockeràchaque
étapela transmittanceprécédente:

– On initialise tout d'abord prevTransà la valeur1, cequi correspondà unecellule recevant la
pleinelumière(i.e. précédée,ausensdu cheminlumineux,d'un matériauparfaitementtrans-
parent, tel quel'air).

– On parcourtensuitela colonne � j � k � , enpartantdela trancheimin (correspondantà la tranche
la plusprochedela lumière),jusqu'àatteindrela trancheimax (la tranchela pluséloignéedela
lumière).
– Si lacellule � i � j � k � n'estpasvide,alorsoncalculesatransmittanceparleproduitdeprevTrans

part � i � j � k � (enutilisantl'équation(4.3)),et le paramètreprevTransestmisà jour parcette
mêmevaleur.

– Sinon,on affectela valeurdetransmittanceprevTransà la cellule � i � j � k � .

Noterquele remplissagedesdensitésnegénèrepasnécessairementunensembleconnexe decel-
lulesnon-vides,maisquecetalgorithmetraitetouteslescellules,qu'ellessoientvidesou non-vides.
Mêmesi au�nal, seulslespointsappartenantàdescellulesnon-videsserontaf�chés, le fait degérer
convenablementlescellulesvidesestimportant,car de tellescellulessontsusceptiblesd'intervenir
dansle processusde �ltrage (dansle casoù unecellulenon-videa descellulesvoisinesvides,voir
sectionsuivante).L'algorithmedécritci-dessusgarantitdoncbienquetouteslescellulesde la carte
d'ombreontunevaleurdetransmittancecorrecte.

3.3 Filtra ge et composition des couleur s

Avant d'af�cher les primitives OpenGLreprésentantl'ensembledescheveux, il estnécessaire
de lisserlesvaleursde transmittanceobtenuespar le processusdécritprécédemment.En effet, sans
�ltrage, desmotifs réguliersalignésavec les axesde la grille apparaissentde manièretrèsvisible,
commeillustrésurla Figure4.6.
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FI G. 4.6: L'effet du �ltr age sur lesvaleurs de transmittance. À gauche: lesombressans�ltr age : desmotifs
réguliers alignésaveclesaxesdela grille sontvisibles.À droite : lesombresaprès�ltr age : lesartefactsont
disparu,l'apparencedela chevelureestsatisfaisante.

PourchaquepointP destinéàêtreenvoyé auGPUpourle rendu�nal :
– On calculela positionrelative de P � l i � l j � l k � par rapportà sacellule correspondanteYYY � P�

(voir Figure4.3).
– On �ltre la transmittanceaupointP enappliquantuneinterpolationtrilinéaire:

Transf
� P�

� å
i j

�nm i
�

1 � A A A � i o

j j

�nm j
�

1� A A A � j o

kj

�nm k
�

1� A A A � k o

Ai j

A j j

Akj

Trans� i %

� j %

� k%

�

où Ai j

�qp

l i si i
%

�

i
� 1

�

l i � sinon
(calculsimilairepourA j j

etAkj

).
– Finalement,la couleurF P du pointP estdéterminéeparl'équationsuivante:

F P �

F Ambiant �

Transf
� P�srt� F Di f f us �

F Speculaire � P��� .

4 Extensions

4.1 Gestion des interactions mécaniques de la chevelure

À causedu nombretrèsimportantde cheveux qui composentunechevelurehumaine,lescolli-
sionsentrecheveux représententunetâchedif�cile et coûteuselors de l'animation de cheveux. En
pratique,la priseencomptedecescollisions(enparticulierleur détection),représentegénéralement
environ 80%du tempstotaldesimulation[PCP02].

Uneapproximationacceptabledesinteractionsentrecheveuxconsisteà considérerqueleureffet
consisteprincipalementà donnerdu volumeà la chevelure[LK01]. En partantde cettehypothèse,
il setrouve quela connaissancede la densitéde la chevelureentout point de l'espacepeuts'avérer
trèsutile. En effet, si cettedensitéa localementunevaleurau-delàd'un certainseuil(correspondant
à la quantitémaximaledecheveuxpouvantêtrecontenusdansunecellule3D), lescheveuxdoivent
subirdesforcesd'interactionlescontraignantàs'éloignerlesunsdesautres,cequi contribueraainsià
conférerduvolumeàla chevelure.Enpratique,ongénèredesforcesrépulsivesàl'intérieur dechaque
celluleprésentantunedensitésupérieureauseuil toléré.À chaquesegmentdecheveu intersectantla
cellule en questionestappliquéeuneforce de pénalité,orientéedepuisle centrede la cellule vers
le segment,et d'amplitudeproportionnelleau carréde la distanceentrele centrede la cellule et le
segment.
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Nousavonstestécetteapprochepour les inter-collisions,sur unechevelureaniméepar uneap-
prochede type cheveux guide [DMTKT93, CJY02]. Dansnotre cas,une chevelure est composée
d'environ une centainede mèches,chaquemècheétantsimuléepar trois cheveux guide. Chaque
cheveu guideestanimégrâceau modèlerapidemasses-contraintesprésentéau chapitreprécédent.
La géométriedescheveux non-simulés,nécessairesau rendu�nal de la chevelure,estsimplement
obtenueparinterpolationdespositionsdescheveuxguide,auseindechaquemèche.

Ensebasantsurla cartededensitéàchaquepasdetemps,oncalculelescollisionsentrecheveux
en appliquantdesforcesélastiquesrépulsivesdepuisle centrede chaquecellule dont la densitéest
trop forte.Bien quecetteméthodesoit extrêmementsimple,elle donnedebonsrésultatsvisuels,en
préservant notammentle volumeglobalede la chevelureau coursdu mouvement.De plus il s'agit
d'un moyentrèsef�cace degérerlesinteractionsentrecheveux(le calculreprésenteseulement2 � 5%
du tempstotal dela simulation).

4.2 Parallélisation de l'algorithme

demi-chevelure

Animation

demi-chevelure

Animation

Fusion
chevelure

- Densité

- Transmittance sur
demi-carte d'ombre

- Densité

- Transmittance sur
demi-carte d'ombre

- Filtrage transmittance

- Affichage

- Illumination locale

Animation Auto-ombrage Rendu final

FI G. 4.7: Uneversion paralléliséedenotre algorithmed'auto-ombrage (exemplededeuxprocesseurs seré-
partissantla chargedetravail).

Commenousl'expliquonsci-dessous,notreapprochepeutêtreaisémentparalléliséesurunréseau
demachines,cequi permetd'accroîtreencoresesperformances.Nousprésentonsici l'implémenta-
tion parallèledetout le processusdesimulationdescheveux,depuisl'animationjusqu'aurendu.

– Animation : grâceà l'utilisation de la cartede densitépour gérerles auto-collisions,chaque
mèchedecheveuxpeutêtresimuléedemanièreindépendante.Celapermetuneparallélisation
directedela méthoded'animation,danslaquelleunprocesseurdonnés'occupeducalculd'une
partiedela chevelure,touslesrésultatsétantfusionnésà la �n decettepremièretâche.

– Auto-ombrage: à nouveau,on peuteffectuerdirectementuneparallélisationdesalgorithmes
mis en place,grâceau fait quela carted'ombreestorientéeselonla directionde la lumière.
Contrairementàl'étapeprécédente,lessous-tâchesindépendantesnes'effectuentpassurchaque
mèchede la chevelure,maissur chaquecolonne T j U k V de la carted'ombre.En effet, comme
nousl'avonsvu enSection3.2,la carted'ombreétantorientéeselonla directiondela lumière,
le calculdela transmittancepeutsefairesurchaquecolonne,demanièretotalementindépen-
dantedescolonnesvoisines.

Nousavonstestécetteimplémentationsurun réseaudePCsstandardsetnousavonsétécapables,en
utilisant3 CPUs(deuxserépartissantla chargedutravail effectif, et le troisièmeservantàcoordonner
la parallélisationetà fusionnerlesrésultatsobtenus),dedoublerlesperformancesdel'applicationde
base(utilisantun seulprocesseur, etdontlesrésultatssontdonnésdansla sectionsuivante).

Lorsquenousavonsessayéd'utiliser plusdeCPUs,le rassemblementdesdonnéessur le réseau
et l'envoi de la géométrieau GPU sont apparuscommele principal goulot d'étranglementde la
méthode.L'envoi de tableauxde points(OpenGL“vertex arrays”)au lieu de pointsdevrait aiderà
lever enpartiecettelimitation.
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5 Résultats et discussion

Nousavons appliquénotrealgorithmeà descheveluresstatiqueset dynamiques.Danschacun
de cescas,nouscomparonsnotreapprocheavec les méthodesprécédentes,en termesde qualitéet
de performances.Les résultatset vidéosillustrant la méthodesontdisponiblessurnotresiteweb,à
l'adressehttp ://www-evasion.imag.fr/Publications/2005/BMC05a/.

5.1 Rendu de chevelures statiques

Les Figures4.1 et 4.8 montrentquenotrealgorithmed'auto-ombrageproduit de bonsrésultats
visuels,aussibienpourdescoiffuresgénéréesdemanièrepurementsynthétique,quepourdescoif-
furescapturéesàpartirdevraieschevelures.Nouspouvonsremarquersurla Figure4.8quegrâceaux
ombresportéesdansla chevelure(àdroite),lesmèchesdecheveuxsedétachentclairementetdonnent
du relief à la chevelure.Au contraire,sansombrage(àgauche),la chevelurea uneapparenceplateet
sansvolume.

FI G. 4.8: Notre algorithmed'auto-ombrageappliquéà unechevelure capturéeà partir dephotographiespar
la méthodede Paris et al. [PBS04].La chevelure estcomposéede 87500cheveux(1123K segments)et son
rendua étéeffectuéen2 secondes.

La Figure4.9montredesrésultatsobtenussurunechevelurebouclée,enutilisantdifférentesréso-
lutionspourla carted'ombre.Onremarquequepourdesrésolutions�nes (1283 ou2563), lesmèches
boucléessontcorrectementombrées,et quela formedesbouclesestclairementvisible, cequi n'est
pasle caspourlesrésolutionsplusgrossières.En pratique,nousavonsestiméquela résolution1283

étaitsuf�sante pourrendrelesdétailsdela cheveluredemanièresatisfaisante.

FI G. 4.9: Évaluationdela qualitédel'auto-ombrage, enutilisant différentesrésolutionsdela carted'ombre.
De gaucheà droite : 323 avecDs u 0 v 5; 643 avecDs u 0 v 2; 1283 avecDs u 0 v 1 et2563 avecDs u 0 v 05.
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Modèledecheveuxrendu Initialisationcarte Calcul Filtrage Total
(nombredesegments) + calculdensité transmittance + af�chage rendu
Lisse(100K) 0,038 0,015 0,037 0,09
Bouclée(200K) 0,062 0,015 0,053 0,13

TAB. 4.1:Performancedétailléedu processusderendu(calcul dela densité,dela transmittance, du �ltr age,
et du rendu�nal) d'unechevelure lissecomposéede100K segmentset d'unechevelure boucléecomposéede
200K segments.Lesrésultatssontexprimésensecondespar image; lescalculsont étéeffectuéssur un CPU
Intel P4à unefréquencede3 GHz.

Encomparaisonavec[MKBR04], basésurlesfonctionnalitésavancéesduGPU,notrealgorithme
d'auto-ombrageestplusrapide(11 imagesparsecondeau lieu de6 imagesparsecondepour100K
segmentsdecheveux).

5.2 Rendu de chevelures dynamiques

La Figure4.10montredeuximagestiréesdenosanimationsdecheveux.Notrealgorithmed'auto-
ombragecapturelesdiscontinuités�nes quel'on peutobserver dansunechevelureréelleenmouve-
ment,commeillustrésurla Figure4.11.

FI G. 4.10: Une chevelure brune, lisse (100K segments)et unechevelure rousse, bouclée(200K segments)
animéessurdifférentsmouvementsdedanse, et renduesinteractivementpar notrealgorithme.

Le tableau4.2donnelesperformancesdétailléesdela simulationtotale,comprenant,l'animation,
la gestiondescollisionsentrecheveux,et le rendu,pourdeschevelurelisseset bouclées.Noterque
le tempsconsacréà l'animationn'est pasle mêmepour lesdeuxchevelures,carce tempsinclut les
misesà jour et l'interpolationdescheveuxavantle rendu.

Modèledecheveuxsimulé Animation Auto-collisions Rendu Total
(nombredesegments) cheveux simulation
Lisse(100K) 0,067 0,003 0,09 0,16
Bouclée(200K) 0,254 0,003 0,13 0,557

TAB. 4.2: Performancesdétailléede la simulation(animation,renduet collisionsentre cheveux)obtenues
pourdeuxtypesdechevelurescomposéeschacunede134mèchesanimées: unechevelurelisse(100K segments
rendus)etunechevelurebouclée(200K segmentsrendus).Lesrésultatssontexprimésensecondespar image;
lescalculsontétéeffectuéssurunCPUIntel P4à unefréquencede3 GHz.
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Avec notreméthode,unechevelurecomposéede 3350cheveux et de 100K segmentsestdonc
entièrementsimuléeà unefréquencede 6 imagespar seconde.Pourdesraisonsesthétiques,nous
avonsimplémentéles collisionsentrela chevelureet le corps,en utilisant uneméthodede pénalité
similaireà celleutiliséedansle chapitreprécédent.La priseencomptedecescollisionsfait tomber
lesperformancesà3 � 5 imagesparsecondepourla chevelurelisse,et1 � 5 imagesparsecondepourla
chevelurebouclée.Précisonsquenotrebut ici n'était pasd'optimisercettepartiedu problème.

FI G. 4.11: Unevraie chevelure ombrée(à gauche)et notre modèle(à droite) sousdesconditionsd'éclairage
similaires.

Dansnotreapproche,le volumedela chevelureestgénéréconvenablementunutilisantunchamp
deforcesbasésurlesdensitéslocalesdecheveux,commeexpliquéenSection4.1.Cependant,cette
méthodene tient pascomptede l'anisotropiedescheveux ni de l'interpénétrationdesmèchesentre
elles.Cecipourraitêtreconsidéréenajoutantdesinformationssupplémentairesdansla carted'ombre
commel'orientationlocalemoyennedescheveux.

6 Bilan

Nousavonsprésentéunenouvelleméthoded'auto-ombrage,baséesurunecartededensitéorien-
téeselonla directiondela lumière.Notreapprochepermetderendreinteractivementdifférentstypes
dechevelurescomposéesdemilliers decheveux,et produitdesrésultatsvisuellementconvaincants.
Notre algorithmepeut facilementêtre parallélisépour améliorerles performances.De plus, nous
avonsmontréque la cartede densitépouvait servir non seulementà gérerde manièreef�cace les
interactionslumineusesentrecheveux,maiségalementlesinteractionsmécaniquestellesquelescol-
lisions, en réduisantnotablementle coût de la détection.Une piste pour destravaux futurs serait
d'utiliser l'information dedensitéa�n d'optimiserégalementla détectiondescollisionsentrelesche-
veuxet le corps.

Pourdesraisonsdesimplicité,notreapprocheestbaséesur l'hypothèsed'unesourcelumineuse
uniqueet in�niment lointaine,cequi pourraitêtreunelimitation si l'on souhaitetraiterparexemple
desscènesd'intérieur, éclairéespar plusieurssourcesponctuelles.Cependant,il sembleque nous
pourrionsfacilementtraiterle casd'unesourceponctuelleenchangeantsimplementnotrefonctionde
correspondanceYYY. Au lieu deconsidérerunepartitioncubiqueuniforme,la nouvelle fonctiondecor-
respondanceYYY

%

devrait tenir compted'unepartitionspatialeangulaireissuedela sourcedelumière,
et échantillonnéedansla directiondesrayonslumineux.Notreméthodepourraitégalementprendre
encompteplusieurssourcesdelumièreenmultipliantsimplementle nombredecartesd'ombreconsi-
dérées.La transmittance�nale d'un pointP seraitalorscalculéeparinterpolationentrelesdifférentes
valeursdetransmittanceobtenuesdepuislesdifférentessources.
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Pourobtenirunemeilleureprécisiondu rendusanstrop augmenterle coûtdescalculs,uneidée
intéressanteseraitdesuivre l'approchedeMertensetal. [MKBR04]. Cetteméthodeutiliseunéchan-
tillonnageadaptatifle longdesrayonslumineux,enfonctiondunombreetdela répartitiondesobjets
à éclairer, et fournit ainsi unemeilleureapproximationde la fonction de visibilité par rapportaux
approchesqui sebasentsurun échantillonnageuniforme.

Tousles résultatsdecheveluresprésentésdansla suitede cemémoireont étérendusgrâceà la
méthoded'auto-ombragedéveloppéedanscechapitre,combinéecettefois avec l'algorithme d'illu-
mination localede Marschneret al.2 [MJC� 03] (voir Figure4.12).Nousavonségalementpris en
comptedanscenouveaumodèlela transluciditédes�bres capillairesaumomentdu renduOpenGL,
entriant la géométriedela chevelureselonla distanceà la caméra,puisenl'af �chant danscemême
ordre,accumulantainsi les valeursd'alpha d'OpenGL (voir [Kim02] pour plus de détailssur cet
algorithme).Cettenouvelle méthode,plusréalistequela précédente,nepermetbiensûrplusdegé-
nérerdesrésultatsentempsinteractif; néanmoins,unedizainedesecondesseulementestnécessaire
enmoyennepourproduirele rendudechevelurescomplètestellesquecellesqui sontprésentéessur
la Figure4.12.Dansla suitedenostravaux,nousavonsainsipu disposerdedeuxniveauxderendu
distincts: le premier(tel quedécrit dansce chapitre),trèsrapide,nousa servi à pré-visualisernos
résultatsen coursde modélisationou de réglagede paramètres; le second,plus réaliste,nousa été
utile pourrendrenoscoiffuresetnosanimations�nales.

FI G. 4.12: Résultatsde rendusde chevelures,obtenusen combinantnotre algorithmed'auto-ombrage avec
le modèled'illumination deSteveMarschner [MJC � 03], et en prenantégalementen comptela translucidité
des�br espour le tracer descheveuxindividuels: a) renduquenousavonsgénéréà partir d'une géométrie
de chevelure capturéepar la méthodede Wei et al. [WOQS05]; b) rendud'une chevelure généréepar notre
méthodedesimulationstatiqueprésentéeau Chapitre 6; c) d) et e) rendusdecheveluresgénéréespar notre
méthodedesimulationdynamiqueprésentéeauChapitre7.

2JetiensàremercierchaleureusementSteveMarschnerpouravoir bienvoulumelaisserutilisersoncoded'illumination
localedecheveux.Merci égalementà SylvainParispoursonaidedansla priseenmaindu logiciel deSteve Marschner.



Troisième par tie

Simulation réaliste de chevelures
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Intr oduction

Toutesles méthodesde simulationde cheveluresprésentéesau seinde la communautéd'infor-
matiquegraphiquejusqu'àprésentsesont �nalement limitéesà l'utilisation de modèlesphysiques
assezapproximatifspourla chevelure.Enparticulier, aucunedesméthodesprécédentesn'estcapable
de prendreen compte,de manièreréaliste,certainscomportementstypiquesdescheveux réelstels
que la formationde boucles,la dynamiquede cheveux bouclés,le rôle de l'encastrementet de la
sectionelliptiqueducheveudansla déterminationdela formedela chevelure,l'ef fet del'eau surles
cheveux,etc.

Certes,desmodèlespseudo-physiques,dont le but estprincipalementdecréerl'illusion du réel,
suf�sent parfoispourdesapplicationspurementvisuellesdestinéesà l'industrie du loisir, et peuvent
mêmes'avérernécessaireslorsqued'autrescontraintes(temps-réelpour le jeu vidéo,contrôlabilité
du logiciel par l'infographiste,etc.) s'ajoutentà celle de la plausibilitéphysiqued'une animation.
Cependant,de tellesapprochesneseraientpassatisfaisantesdansle cadred'uneapplicationoù l'on
souhaiteutiliserunsimulateurréaliste,�able, etprésentantdesaspectsprédictifs,commecelapourrait
typiquementêtrele casencosmétologie.

Contrairementà d'autresdomainesétudiésdepuisplus d'un siècleen physique- commela dy-
namiquedes�uides parexemple,pourlaquelleleséquationsdeNavier-Stokesfont of�ce demodèle
de référence- il n'existeactuellementpasdemodèlemécaniquevalidéni reconnupouranimerdes
cheveux. Proposerun simulateurphysiqueréalistede cheveux constituedoncun projet trèsambi-
tieux, qui, en plus de compétencesen informatiquegraphique,nécessiteunebonnecompréhension
despropriétésmécaniquesdescheveux ainsi qu'unesolidemaîtrisedesméthodesde modélisation
enmécanique; et bienévidemment,tout le travail quenousavonseffectuédansle cadredecepro-
jet n'aurait paspu êtreentreprissansla collaborationquenousavonsmenéeavec leschercheursde
L'Oréal, physiciensspécialistesdu cheveu,et BasileAudoly, chercheurenmodélisationmécanique.
Grâceà cepartenariatfortementpluridisciplinaire,il estapparuqu'il étaitpossibled'aller beaucoup
plus loin dansla modélisationmécaniqueréalistedescheveux quetout ce qui avait déjàétéfait en
informatiquegraphiqueauparavant.
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CHAPITRE 5

Tige de Kirchhoff et modèle de
Super-Hélice

Le livre de la Natureestécrit dansle langagedes
Mathématiquesetseslettressontdestriangles,des
cercleset autres�gures géométriques.

GALILÉE

ES équationsdeKirchhoff décrivent lesdéformationsdestigesélastiqueset inex-
tensibles.Ceséquations,bienqueformuléesdansle cadrede l'élasticité linéaire
Hookéenne,sontnon-linéaireset permettentde décriredeschangementsimpor-
tantsde formesà partir de la con�gurationdereposd'une tige. Reposantsurdes
basesmécaniquesbienétablies,leséquationsdeKirchhoff tiennentnaturellement
comptedetouslesmodesdedéformationsobservés,dansnosconditionsd'étude,
sur les cheveux réels(courbure et torsionsigni�catives,élongationnégligeable).

De plus, tousles paramètresintervenantdansceséquationssontreliésà despropriétéssimplesdu
cheveutellesquesafrisureou l'ellipticité desasection.Pourtoutescesraisons,leséquationsdeKir-
chhoff apparaissentcommeunmodèlebeaucouppluspuissantetpertinentquelesmodèlesprécédents
poursimulerdescheveuxdemanièreréaliste.

Ce chapitrea pour premierobjectif de présenterde manièresynthétiquele modèlede tige de
Kirchhoff, dansle casdynamique(le plus général).Nous montronsd'abord que ce modèle,bien
quetrèspeuexploité jusqu'alorseninformatiquegraphique,présenteun certainnombred'avantages
par rapportauxmodèlesutilisésprécédemmentpoursimulerdescheveux ou des�ls. Ensuite,nous
décrivons précisémentles équationsdestiges de Kirchhoff, en nousappuyantsur deux ouvrages
récentsen mécanique: d'une part, la thèsede NadiaChouaïeb[Cho03],qui exposebrièvementen
introductionla théoriegénéraledeCosseratsurlestiges; d'autrepartun ouvrageencoursdeBasile
Audoly etYvesPomeau[AP07],qui seplacedansle cadreplusrestreintdeshypothèsesdeKirchhoff.
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Unefois cecadrethéorique�xé, nousproposonsunediscrétisationspatialedu modèledetigede
Kirchhoff, le modèlede Super-Hélice. Ce nouveaumodèlediscretnousseratrèsutile dansla suite
poursimulerdescheveux,à la fois enstatiqueetendynamique.

1 Modèles précédents de �ls

Commenousl'avonsvu auChapitre1, trois famillesdemodèlesphysiquesontétéproposéespré-
cédemmentpoursimulerladynamiquedecheveuxindividuels: lessystèmesmasses-ressorts[RCT91,
PCP01,WL03], la dynamiqueprojetéeàdeuxdimensionsangulaires[AUK92,DMTKT93,LK01], et
leschaînesarticuléesd'objetsrigides[HMT01,CJY02].En réalité,seulle derniermodèlepermetde
tenircomptedesdéformationsencourbureetentorsiondela tige.Il aégalementl'avantaged'incorpo-
rer demanièreintrinsèquela conditiond'inextensibilitédu cheveu.Cependant,chaquemorceauélé-
mentaired'unechaînearticuléeétantrigide(doncnondéformable),il estnécessaired'échantillonner
suf�samment le cheveu pourpouvoir prendreen comptedesdéformationsimportantesen courbure
ou entorsion.Il sembledoncquecemodèlenesoit pastrèsbienadaptéà la simulationdecheveux
naturellementbouclés.D'autrepart,commele souligneHadapdanssathèse[Had03],la formulation
classiquedeséquationspar les coordonnéesgénéraliséesdu systèmerendtrèsdif�cile l'utilisation
d'un schémaimplicite pourl'intégrationentemps.Il enrésulted'importantessourcesd'instabilitéau
coursdel'animation,enparticulierlorsquela tigeestencontactavecdesobjetsextérieurs.

Outreles modèlesde cheveu individuel, développésspéci�quementpour la simulationde che-
veux,desmodèleslinéiquesont étéproposésen informatiquegraphiquepoursimulerdesobjetsde
type�l/corde. Mêmesi lesobjectifsdanslesdeuxcaspeuventêtretrèsdifférents(unmodèledeche-
veuuniqueestgénéralementconçuenvued'être ensuiteétenduà unecollectiondecheveux,tandis
quelestravauxportantsurla simulationd'un �l ou d'unecordesefocalisentplutôt surle contrôleet
la manipulationinteractived'un tel objet),il estintéressantd'étudierlesdifférentsmodèlesphysiques
qui ontétémis aupointpoursimulerun �l déformable.

1.1 Modèle paramétrique modal

Dansle contexte de l'animation parpositionsclefs,Barzel[Bar97] a conçuun modèleparamé-
triquedetige trèssimpli�é, permettantàun animateurdedé�nir etdecontrôlerfacilementlesdéfor-
mationsd'unetige à chaquepasdetemps.Cemodèles'inspiredesapprochesdedynamiquemodale
présentéesau Chapitre2 : il reposesur uneformulationparamétriqueprenanten comptequelques
modesélémentairesdedéformationd'unecordevibrante.Troisélémentssontcombinéspourformer
l'ensembledetouteslesdéformationspossiblespourla tige : uneformederepos,donnéedemanière
analytique(enfonctionde la longueurde la tige parexemple),unefonctiondedéformationglobale
(typiquement,unbalancementdela tigeparamétréparuneamplitude),etunefonctiondepropagation
d'onde(paramétréeparuneamplitude,unefréquence,unephase,etc.).Deuxmodèlesdifférentssont
proposés,qui répondentchacunàdesconditionsauxbordsbienprécisespourla tige : tigesuspendue
par lesdeuxextrémités,et tige suspendueparuneseuleextrémité,l'autre extrémitéétantlibre. Une
extensiondu premiermodèlepermetégalementde gérerles déformationsd'une cordeenrouléeen
spirale(cordondetéléphoneparexemple).Cetteapprochea étélargementutiliséepour l'animation
decordesraides,decâblesenrouléset deressortsdansle �lm d'animation“Toy Story”.

Le but del'approcheprécédenten'estpasdegérerla dynamiqueexacted'unetigephysique,mais
plutôtd'aiderl'animateurà la créationmanuelled'animationsplausiblesdecordes,enlui fournissant
uncertainnombred'outils dedéformation.Cen'estpasdu tout l'objectif quenousnoussommes�xé
dansle cadrede cettepartiede la thèse,puisquenoussouhaitonsdévelopperun simulateurphysi-
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quementréalistedecheveux.D'autre part,mêmedansun contexte deproductionde �lms 3D où le
contrôlemanueldesanimateurssurle mouvementestprimordial,la techniqued'animationparposi-
tionsclefsnesemblepasdutoutadaptéeaucasprécisdel'animationd'unechevelure,puisqu'il paraît
impensabledespéci�er à la main lesdéformationssubiesà chaquepasdetempsparchaquecheveu
ou chaquegroupedecheveux.On attendclairementuneautomatisationplusconséquenteauniveau
de la dynamiquedecheveux individuels,et un contrôleà plus grandeéchelle(cellede la chevelure
complète).

FI G. 5.1: Modèlesprécédentsde �ls en graphique. De gauche à droite : 1) modèleparamétriquepour le
contrôlepar positionsclefs,qui a servià animerle ressortcomposantle corpsduchiendeToyStory[Bar97] ;
2) simulationdemaillestricotéespar le modèleLagrangiendespline[Nou99]; 3) animationdu modèleLa-
grangiende spline avecprise en comptede l'élasticité en �exion et gestiondesauto-contactspar pénali-
tés[Len04] ; 4) modélisationd'un �l chirurgical par unetige deCosserat statique[Pai02].

1.2 Modèle Lagrangien de spline matérielle 3D

Denombreuxtravaux,menésparRémionetsonéquipederechercheàReims,ontportésurlamise
aupointd'un modèledynamiquede�l pourla simulationréalistedemaillestricotées[Nou99,Noc01].
Danscecontexte,un �l estreprésentéparunespline3D, et considérécommeun systèmemécanique
Lagrangiencontinu,dont les coordonnéesgénéraliséessont les pointsde contrôle3D de la spline.
LeséquationsdeLagrangesontalorsutiliséespouranimercesystème,et lesnombreusescontraintes
existantentrelesmaillesd'un tricot sontnaturellementgéréespardesmultiplicateursde Lagrange.
Si lescontraintesexternesau systèmesontrelativementfacilesà ajouter, du fait quelesparamètres
indépendantsdu systèmesontdescoordonnées3D, lescontraintesinternes(élasticitéenélongation,
en �e xion et en torsion)du �l matériel- supposéici légèrementextensible- ne sontpasprisesen
comptedanscettemodélisation.En effet, les degrésde liberté choisispour le systèmene sontpas
desvraisdegrésdelibertémécaniques(commeon l'attendraitpourun modèlelagrangien),maisdes
degrésdelibertégéométriques. Danslespremierstravauxportantsurcemodèle,la contrainteinterne
élastiqued'élongationdu �l estd'abordsimplementajoutéegrâceà desressortsplacésen chaîne,
entreles différentspointsde contrôlede la spline[Nou99], avant d'être par la suite introduitevia
uneénergie internecontinued'élongationélastique[Noc01],dontla contribution estinséréedansles
équationsdeLagrange.

Lenoir [Len04] a récemmentrepriscemodèledesplinedéformableet l'a adaptéà la simulation
dynamiquede�l chirurgical pourle tempsréel.Danssestravaux,il proposenotammentd'étendrele
modèleen prenantdésormaisen comptel'élasticité en �e xion du �l, à travers la formulationd'une
énergie continuede �e xion. Cependant,la torsionn'est pasconsidéréepour le moment.Cemodèle
estsurtoutconçupourrépondredemanièrevisuellementconvaincanteauxcontraintesimposéespar
l'utilisateur ou par l'environnement.Notamment,l'ajout de contraintesdites“glissantes”,misesen
œuvreà l'aide demultiplicateursdeLagrange,permetdeforcerla splineà passerparcertainspoints
3D del'espace.Lesauto-contactsdu �l sontquant-à-euxpris encompteparuneméthodeclassique
depénalité.
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S'il convient bien à la manipulationinteractive et à la gestionde contraintesmultiples(comme
celapeutêtredansle casd'un tissagedemailles),le modèledesplinedynamiquen'estcependantpas
appropriépour représentercorrectementle systèmequi nousintéresse,à savoir unetige matérielle
inextensible. En effet, la contrainteforte d'inextensibilité n'est pasincorporéedansle modèle,et
de manièregénérale,les degrésde liberté utilisés sont beaucouptrop permissifspour le système
mécaniquedu cheveu que nouscherchonsà modéliser. Nous souhaitonsmodéliserun cheveu en
utilisantun modèlemécaniqueminimal, incorporanttouteslescontraintesinternesd'inextensibilité
et d'élasticitéencourbureet torsion.Cemodèleexistebel et bien,et il a étéétudiédepuisprèsd'un
siècleenmécanique: c'est le modèlede tige deKirchhoff, issudesthéoriesd'Euler, deCosseratet
deKirchhoff surlestigesmatérielles.

1.3 Modèle de Cosserat

Dansleur théorieexhaustive sur les corpsdéformables,développéeau début du XX esiècle,les
frèresCosseratont notammentproposéunedescriptionmathématiquedestigesà partir de courbes
géométriquesen3D etderepèresadaptésàcescourbes[CC09].Pai [Pai02]aétéle premierchercheur
à présenterle modèledestigesdeCosseratà la communautéd'informatiquegraphique,et à montrer
sonutilité pour la simulationquasi-statiqued'un �l chirurgical. Danscetteapproche,Pai seplace
dansle casd'une tige inextensible,nonsoumiseaucisaillement,et dont la loi decomportementest
linéaire; autrementdit, sousleshypothèsesdeKirchhoff. Puis,il proposederésoudreleséquations
deKirchhoff statiquesdemanièreitérative,enremarquantuneanalogieentrela cinématiquespatiale
destigesdeKirchhoff et la dynamiquedeschaînesarticulées.Nouscommenteronsplusendétailcette
approcheauChapitre6, enla comparantnotammentà notrepropremodèledesimulationstatiquede
tigedeKirchhoff, baséesuruneminimisationd'énergie potentielle.

Nousprésentonsdansla sectionsuivantele modèlegénéralde tige deCosserat,avantde le res-
treindreaux hypothèsesde Kirchhoff. Bien que sousceshypothèses,la loi de comportementdu
matériauconstituantla tige soit supposéelinéaire,il est importantde remarquerque les équations
de Kirchhoff décrivant l'équilibre ou la dynamiqued'une tige élastiquesontnon-linéaires, et donc
qu'ellesrendentcomptedeseffetsnon-linéairescaractéristiquesdela formeà l'équilibre ouducom-
portementdynamiquedescheveux.En�n, précisonsquela conditiond'encastrementàuneextrémité
dela tige(correspondantàl'encastrementducheveudansle cuir chevelu),et laconditiondebordlibre
à l'autre extrémitéimposentdesconditionsauxlimites dontil faudratenir comptedansla résolution
deséquations.

2 Tige de Cosserat

Le modèledetigedeCosseratpermetdereprésentermathématiquementunetigematérielle,c'est-
à-dire un objet longiligne, dont les dimensionsselonles deux directionsdé�nissant le plan de la
sectiontransversesontnégligeablespar rapportà la troisièmedimension,longitudinale.Le cheveu
est donc un exemplede tige matériellequi, à l'échelle macroscopique,est très bien décrit par le
modèledeCosserat.Nousprésentonstout d'abordle modèlegénéraldetige deCosserat,avantdele
restreindreauxhypothèsesd'inextensibilitéetdenon-cisaillement(hypothèsesdeKirchhoff).

2.1 Dé�nition générale

Repère matériel

Dansle modèledetigedeCosserat,la con�gurationd'unetigeestdonnéepardeuxéléments:
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– Une courbeparamétréede l'espace
3

r � s�-� s �=< 0 � L >

5

, appeléecourbemoyenne, décrivant la
géométriedusquelettedela tige.Onsupposeradansla suitequer � s� estaumoinsdeclasseC2.

– Une baseorthonormale� u1 � s�-� u2 � s�-� u3 � s��� attachéeen chaquepoint de la courbemoyenne.
Les vecteursu1 et u2 servent à orienterla sectionde la tige en s, et sonten généralchoisis
commelesaxesprincipauxdela section.Le troisièmevecteuru3 s'obtientparla relation: u3 �

u1 	 u2.

Dé�nition 5.1 LerepèreFFF � s�

�93

r � s� ; � u1 � s�-� u2 � s�-� u3 � s���

5

, attachéà la sectionphysiquedela tige
ens,sera appelérepère matériel dela tige ens.

Cinématique

Dansle modèlede Cosserat,l'évolution spatialede la tige estdéterminéepar deuxvecteursde
déformation,notésw � s� etWWW� s� , et telsque:

¶r
¶s

� s�

�

w � s� (5.1a)
'

i
¶ui

¶s
� s�

�

WWW� s�O	 ui � s� (5.1b)

oùWWW� s� estappelévecteurdeDarboux.
Notonsqueles composanteswi du vecteurw dansle repèrematérielFFF caractérisentla défor-

mation de la tige par rapportà sa courbemoyenner � s� . Ainsi, les deux premièrescomposantes
w1 �

w � u1 et w2 �

w � u2 quanti�ent le cisaillementtransversede la tige, tandisque la troisième
composantew3 �

w � u3 quanti�e l'étirementou la compressionaxialedela tige.

FI G. 5.2: Déformationsélémentairessurunmorceaudetige deCosserat rectiligne.

Quantaux composantesWi du vecteurWWW� s� sur le repèrematérielFFF , ellesquanti�ent les dé-
formationsde la tige par rapportà chacundesaxesdeFFF . Ainsi, les deuxpremièrescomposantes
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W1 �

WWW � u1 et W2 �

WWW � u2 dé�nissentunedéformationencourbure (rotationlocaleautourdeu1 et
de u2 respectivement)et la troisièmecomposanteW3 �

WWW � u3 unedéformationen torsion (rotation
localeautourdeu3).

La Figure5.2illustre touscestypesdedéformation.

Dé�nition 5.2 On appellera courbure matérielle chacunedescomposantesW1 � s� et W2 � s� , carac-
térisantrespectivementla rotationlocaleensdela courbeautourdesaxesu1 � s� etu2 � s� dela section
dela tige, etonappellera torsion matérielle la troisièmecomposanteW3 � s� caractérisantla rotation
localedela courbeensautourdu troisièmeaxeu3 � s� , normalau plandela sectiondela tige.

2.2 Hypothèses de tig e inextensib le et sans cisaillement

Commementionnéprécédemment,nouscherchonsà modéliserun cheveucommeunetige inex-
tensibleetnonsoumiseaucisaillement,etdoncànousplacerdansle cadreplusrestreintdela théorie
deKirchhoff.

Dé�nition 5.3 Unetige deCosserat estdite inextensible si :
'

s
N ¶r � s�

¶s
N

�

1. (5.2)

Cettecondition imposedoncau vecteurw, vecteurdérivéede la courbe,d'être unitaire.Nous
appelleronsparla suitecevecteurunitairevecteurtangentà la courbeens, etnousle noteronst � s� .

Uneautreconséquencedel'équation(5.2)estquela paramétrisationsdela courbeestdésormais
l' abscissecurvilignedupoint r � s� .

Dé�nition 5.4 Unetige deCosserat estditesans cisaillement si :

'

s v1 �

w � u1 �

0 v2 �

w � u2 �

0 (5.3)

i.e.
¶r � s�

¶s �

u3. (5.4)

Enutilisantlesdé�nitions 5.3et5.4,onobtientu3 �

t. Ainsi le derniervecteurdurepèrematériel
FFF � s� estle vecteurunitairetangentà la courbeens. Enconséquence,le plandela sectionensd'une
tige deCosseratinextensibleet sanscisaillementesttoujoursorienténormalementà la tangenteà la
courbemoyenneens (onparleradesectiondroitedela tige).

2.3 Section elliptique de la tig e

Nousavonsvu auChapitre1 quela sectiond'un cheveuestàpeuprèsconstantele longdela tige,
et qu'elle peutavoir, selonle groupeethniqued'appartenance,uneformecirculaireou ovale.Nous
supposonsdoncici quenotremodèledetige gardeunesectionconstantele long desonaxe, et nous
représentonsla forme de sasectionpar uneellipse,paramétréepar un paramètreappeléellipticité.
Ceparamètre,dé�ni ci-dessous,permetdepassercontinûmentd'une tige à sectionrondeà unetige
à sectiontrès ovale, et donc de représentertoute la variétédesgroupesethniquesexistants.Nous
verronsdansleséquationsmécaniquesquel'ellipticité auneffet nonnégligeablesurla formeglobale
du cheveu.
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Commenousl'avonsmentionnéprécédemmentauChapitre1, le termeellipticité, largementuti-
lisé parlescosmétologueset parcertainschercheursacadémiques[MJC � 03] estambigu: il désigne
généralementle rapportdesrayons,pourcertainsle rapportdu pluspetit rayonsurle plusgrand(el-
lipticité compriseentre1 et

�

¥ , deplusenplusgrandeà mesurequele cheveu devient elliptique),
pourd'autresl'in verse(ellipticité compriseentre0 et1, deplusenpluspetiteàmesurequele cheveu
devientelliptique).Pourévitertouteambiguïté,nouschoisironsici d'exprimerla formeelliptiquedu
cheveuà l'aide dela quantitémathématiqueexcentricité, notéee, dé�nie pour lesellipsescommele
rapportdela distancedu centreaufoyer et la longueurdu demi-grandaxe. Uneformulationéquiva-
lente,quenousutiliseronsdanslescalculs,estla suivante:

e
�

a2
1 �

a2
2

a2
1

(5.5)

oùa1 estparconventionla longueurdudemi-grandaxe(grandrayon)eta2 la longueurdudemi-petit
axe (petit rayon)de l'ellipse (voir Figure5.3,à droite).L'excentricitévautainsi0 pourun cercle,et
croît àmesurequel'ellipse s'aplatit.

Danstoutela suite,nousnousplaceronsdansle casd'une tige de Cosseratinextensibleet sans
cisaillement. Nousdésigneronsce modèlesousle nom de tige de Kirchhoff. Noussupposeronsde
plusquecemodèleprésenteunesectionelliptique, constantele longdela tige.

2.4 Repère matériel vs. repère de Frenet

Le repèrematérielFFF � s� estdésormaisdé�ni parl'origine r � s� etparla baseorthonormale(n1 � s� ,
n2 � s� , t � s� ), telle que:

– n1 est dansle plan de la sectiondroite en s, et orientépar convention suivant la première
directionprincipaledela sectionelliptique(grandaxe).

– n2 estdansle plandela sectiondroiteens, etorientésuivantla secondedirectionprincipalede
la sectionelliptique(petit axe).

– t estle vecteurtangentà la courbeens.

Onnoteraalorsrespectivementk1 � s�

�

W1 � s� , k2 � s�

�

W2 � s� et t � s�

�

W3 � s� lesdeuxcourbures
et la torsionmatériellesde la tige ens, qui caractérisentrespectivementla rotationlocalede la tige
autourdesaxesn1, n2 et t. Remarquonsquedésormais,la torsionmatériellequanti�e l'enroulement
dela tigeautourd'elle-même,puisquele derniervecteurdela basematérielleestconfonduavecl'axe
tangentà la courbe.Lescourbures,torsionetrepèrematérield'unetigedeKirchhoff sontillustréssur
la Figure5.3.

Attention,le repèrematérielFFF nedoit pasêtreconfonduavecle repèredeFrenet,qui, enmathé-
matiques,estle repèrelocal classiquepourlescourbesgauches.Desrappelssurle trièdredeFrenet,
et surla courbureet la torsiongéométriquesd'unecourbegauchesontdonnésenAnnexe A.

Le repèrematérielet le repèrede Frenetsont fondamentalementdifférents.En effet, le repère
matérielest lié en chaquepoint à la sectiondroite de la tige physique(on peutconsidérerles axes
principauxcommes'ils étaient"peints" sur la section),alors que le repèrede Frenetest lié à la
géométried'une courbepurementmathématiqueet nonphysique,sansépaisseur. Contrairementau
repèredeFrenet,FFF � s� esttoujoursbiendé�ni, et évolue demanièrecontinuele long de la tige par
unesuccessionderotationsin�nitésimales(rotationencourburesou entorsion).

Ajoutonsque les courbureset torsionmatériellesde la tige ne jouentpasle mêmerôle que la
courbure et la torsiongéométriquesdé�nies pour unecourbegauche.Une différencefondamentale
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FI G. 5.3: À gauche : tige de Kirchhoff, avecl'un de sesrepèresmatérielsattaché à unesectionde la tige;
la courbure k1 (resp.k2) indiquede combientournelocalementla tige autourde n1 (resp.n2), et la torsion
t indiquedecombientournelocalementla tige autourde l'axe tangent t. À droite : unesectiontransversale
(grossie)dela tige, caractériséepar uneformeelliptique.

peutseremarquerenregardantcequesigni�e la torsiondanschacundesdeuxcas:
– La torsion géométriqued'une courbemathématique(torsion en anglais)est non nulle si et

seulementsi la courbesortduplan(courbegauche).Parexemple,unelignedroiteaunetorsion
nulle(carelleestcontenuedansunplan),etunehéliceprésenteunetorsionnonnulleconstante
entout pointdela courbe.

– Pourunetige physique,la torsionmatérielle(twist enanglais)estnonnulle enun point de la
tige lorsqu'il y a rotationdela tigeautourdel'axe dela tangenteencepoint.C'est le matériau
de la tige qui se déformepar vrillage, tandisque sa courbemoyennepeut très bien rester
inchangée.Parexemple,unetigeayantunecourbemoyenneenlignedroitepeutprésenterune
torsionmatériellenonnulle, dansle casoù elle s'enrouleuniquementautourdesonaxe (voir
Figure5.4,c)).Réciproquement,unetigesanstorsionmatériellepeuttrèsbienavoir unecourbe
moyennequi sortdu plan,si lesdeuxfonctionscourburessontnonnulleset nonconstantesle
longdela tige (voir Figure5.4,b)).

FI G. 5.4: Différentescon�gurationscinématiquesd'une tige de Kirchhoff. Une tige présentantune torsion
nulle et uneseulecourbure non nulle restedansle plan (a), tandisqu'une tige présentantunetorsion nulle
et deuxcourburesnon nulleset non constantesle long de la tige peutsortir du plan (b). Lorsqueles deux
courburessontnulleset quela torsionestnonnulle, la courbemoyennedela tigeestselonunedroite (c).
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Remarquonsquela courburegéométriquekg et lesdeuxcourburesmatériellesk1 etk2 sontliées
parla relation:

kg n
�

k2 n1 �

k1n2

où n estla normaleprincipaledu repèredeFrenet.

En réalité,dansle casparticulier où l'une desdeux courburesmatériellesest nulle, le repère
matérielcoïncideavec le repèregénéraliséde Frenet(la courbemoyenneadmettantunecourbure
et torsiongéométriquespouvant êtrenégatives).Par exemple,si k2 �

0, alorsd'aprèsleséquations
cinématiquesdu modèledeCosserat,on trouve quen2 coïncideavecn, n1 avecb, k1 avec

�

kg et t
avec

�

t g, où � t � n � b � estle repèredeFrenet,kg la courburegéométriqueet t g la torsiongéométrique,
telsquedé�nis enAnnexe A.

Danstoutela suite,notresystèmedetige serarepéréparle repèrematérielFFF � s� , et nousn'utili-
seronsjamaisle repèredeFrenet.

3 Équations de Kir chhoff

Soit unetigedeKirchhoff (i.e. unetigedeCosseratinextensibleet nonsoumiseaucisaillement),
desectionelliptique,etmobiledansle temps.A chaqueinstantt, sacon�gurationspatialeestdonnée
parle repèrematérielmobile:

FFF � s� t �

�w3

r � s� t � ; � n1 � s� t �-� n2 � s� t �-� t � s� t ���

5

. (5.6)

Danstoutecettepartieet sansmentionparticulière,les quantitésr , n1, n2, t, k1, k2, t , WWW, etc.,
sontdesfonctionsqui dépendentdela variabled'espacesetdela variabledu tempst, maisparsouci
de clartédansleséquations,on s'autoriseraà nepasécriresystématiquementla dépendanceen ces
deuxvariables.

3.1 Équations cinématiques

Évolution spatiale de la tig e

SousleshypothèsesdeKirchhoff, lesseulesdéformationspossiblesspatialespourla tigedeCos-
seratsont les suivantes: la tige peut localementsecourberautourdesdeuxaxesn1 et n2, ou bien
s'enroulerautourd'elle-même,c'est-à-direautourde l'axe tangentt (celacorrespondauxdéforma-
tionsdonnéesdansle cas(b) dela Figure5.2).

Leséquationscinématiquespour l'évolution spatialede la tige, donnéesdansle casgénéralpar
leséquations(5.1),serécriventici :

¶r
¶s �

t (5.7a)
'

i
¶ui

¶s �

WWW 	 ui (5.7b)

avec u1 �

n1 u2 �

n2 u3 �

t,
oùui représenterespectivementle vecteurn1, n2 out pouri

�

1 � 2 ou3,etWWWestle vecteurdeDarboux
déjàintroduitenSection2.1 : cevecteurcaractérisela rotationlocaledela tigeautourdechacundes
trois axesdu repèrematériel.Ici, l'expressiondeWWWestdonnéepar:



124 CHAPITRE5. TIGE DE KIRCHHOFFET MODÈLE DE SUPER-HÉLICE

WWW
�

k1 n1 �

k2n2 �

t t. (5.8)

En utilisantcetteexpression,l'équation(5.7b)peutalorssedéveloppersousla formesuivante:

¶n1

¶s �

t n2 �

k2 t (5.9a)

¶n2

¶s � �

t n1 �

k1 t (5.9b)

¶t
¶s �

k2n1 �

k1n2. (5.9c)

Évolution temporelle de la tig e

La dérivéetemporelledu repèrematérielfournit leséquationssuivantes:

¶r
¶t �

v (5.10a)
'

i
¶ui

¶t �

LLL 	 ui (5.10b)

où v � s� t � est le vecteurvitesseet LLL � s� t � le vecteurrotationinstantanéede la tige au tempst et au
point s.

3.2 Équations dynamiques

On considèreune portion in�nitésimale de la tige, compriseentre la sectiondroite en s et la
sectiondroiteens

�

ds, surlaquelleonappliquele principefondamentaldela dynamique,àsavoir la
conservationdela quantitédemouvementet la conservationdu momentcinétique.

FI G. 5.5: Bilan desforcesappliquéessuruneportion in�nitésimaledetige, compriseentre lessectionsdroites
set s x ds.

Forces en présence

Soit r la massevolumique(constante)de la tige et S l'aire d'une sectionquelconquede la tige,
supposéeconstantele long de la tige. La portion in�nitésimale de la tige considéréea doncpour
masser Sds, etelleestsoumiseàdeuxtypesdeforces:
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– Une forceextérieureà la tige (le poidsou le frottementde l'air par exemple),notéePds, où
P désignela densitélinéiquede la force appliquéesur la tige (force par unité de longueur,
expriméeen N Q m). Si on veut prendreen comptela gravité dansle modèle,on remplacera
doncP parl'expressionr Sg où g estle champgravitationnel.

– Uneforceinterneà la tige,qui estla forceappliquéesur la portiondelongueurds par le reste
dela tige.La propriétésuivantedonneuneexpressionpourcetteforce.

Propriété 5.1 SoitFint � s� la force(enN) transmiseà travers la sectionenspar la portiondela tige
situéeens

%

� s (à droite) sur la portion dela tige situéeens
%

! s.Alors Fint � s
�

ds�

�

Fint � s� estla
force(enN) exercéesur la portion dela tige situéeentre lessectionsdroitesens et ens

�

ds par le
restedela tige.

Cettepropriétésedémontrefacilementgrâceauxprincipesdesuperpositiondesforcesetd'action-
réaction.Noterqueparle principed'action-réaction,la forcetransmiseà traversla sectionensparla
portiondela tige situéeens

%

! s (àgauche)est
�

Fint � s� (voir Figure5.5).

Bilan de la quantité de mouvement

Le bilandela quantitédemouvementsuruneportiondsdela tiges'écrit donc:

r Sds
¶2r
¶t2 � s� t �

�

Fint � s
�

ds� t �

�

Fint � s� t �

�

P � t � ds.

En divisantcetteéquationpards et enfaisanttendreds vers0, on obtientalorsl'équationdiffé-
rentiellesuivantepourla tige :

r S
¶2r
¶t2 � s� t �

�

¶Fint

¶s
� s� t �

�

P � t � . (5.11)

RappelonsqueFint � s� désignela force transmiseà travers la sectionen s par la portion de la
tige situéeen s

%

� s sur la portionde la tige situéeen s
%

! s, P désignela densitélinéiquede force
appliquéesurla tige,r samassevolumique,etSl'aire desasection.

Moments en présence

Trois typesdemomentspeuvents'exercersurla portionin�nitésimale dela tigeconsidérée:
– Un momentappliquéde l'extérieursur la tige (par exemple,un coupleappliquésur le bout

libre parun objetextérieur),notéQds, où Q désignela densitélinéiquedu momentappliqué
sur la tige (momentparunitéde longueur, expriméenN). Dansla suite,on considéreraqu'il
n'y apasdemomentappliquédel'extérieur.

– Le momentrésultantdesforcesextérieuresappliquéessur la portion ds de la tige. La force
Pdsn'appliquepasdemomentpuisqu'elleestrépartieuniformémentà l'intérieur dela portion
considérée,maisla forceinterneà la tige Fint � s

�

ds�

�

Fint � s� appliqueaupoint r G, centrede
gravité dumorceaudsdetige, le couple:

MFint �

� r � s
�

ds�

�

rG �O	 Fint � s
�

ds�

�

� r � s�

�

rG �O	?�

�

Fint � s��� .

En effectuantlesdéveloppementslimités der et Fint autourdes, ausecondordre,r � s
�

ds�

�

r � s�

�

ds ¶r
¶s �

o � ds2
� et Fint � s

�

ds�

�

Fint � s�

�

ds¶Fint
¶s �

o � ds2
� , il vient :

MFint �

� r � s�

�

rG �F	?� Fint � s
�

ds�

�

Fint � s���

�

� ds
¶r
¶s

� s�

�

o � ds2
���O	H� Fint � s

�

ds���

�

� r � s�

�

rG �F	=y ds
¶Fint

¶s
� s�

�

o � ds2
�{z

�

y ds
¶r
¶s

� s�

�

o � ds2
�{z2	?� Fint � s

�

ds��� .
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Le termer � s�

�

rG peuts'écrire,àun facteurmultiplicatif constantprès,ds ¶r
¶s � s�

�

o � ds2
� (car

r � s�|( rG), doncaupremierordre,il nerestedansl'expressiondeM Fint quele secondterme:

MFint ( ds
¶r
¶s

� s�O	 Fint � s�

�

dst � s�O	 Fint � s�

où t � s�

�

r � s
�

ds�

�

r � s�

ds estle vecteurtangentà la tigeens (voir Figure5.5).

– Le momentrésultantdesefforts decontactsur lessectionsdroitess et s
�

ds, appelémoment
interne.La propriétésuivantedonneuneexpressionpourcemoment.

Propriété 5.2 SoitM int � s� le moment(enN � m) transmisà travers la sectionens par la portion de
la tige situéeen s

%

� s sur la portion de la tige situéeen s
%

! s. Alors M int � s
�

ds�

�

M int � s� estle
moment(enN � m)exercésur la portiondela tigesituéeentre lessectionsdroitesensetens

�

dspar
le restedela tige.

Équilibre des moments

Le théorèmedumomentcinétiqueindiquequ'il y aégalitéentrela dérivéetemporelledumoment
cinétiquedu systèmepar rapportà soncentrede gravité, et la sommedesmomentsextérieurs.Cet
équilibredesmomentsdonnedonc,surla portiondsdetigeconsidérée:

M int � s
�

ds� t �

�

M int � s� t �

�

t � s� t �O	 Fint � s� t � ds
�

rd s }

¶LLL
¶t

� s� t �

où }

dLLL
dt représentela dérivéedumomentcinétiquedela portiondetigeds, considéréecommeunpetit

solidecylindrique indéformable.LLL estle vecteurrotationinstantanéede la tige en s, introduit dans
leséquations(5.10),et } la matriced'inertie dela portiondetigeds. En fait, on montrequel'on peut
négligerle termededroitedel'équationci-dessus(approximationfaiteparKirchhoff lui-même).En
effet, } vautenordredegrandeura4 (voir Section3.4),où a désignele rayontypiquede la section
de la tige, et si l'on compareenordredegrandeurle membrededroitede l'équationpar rapportau
membredegauche,onobtient:

r
N

}

¶LLL
¶t

N

N

Fint
N•~

r Sa2
Q T2

� r SL � g
~

a2

L2 aveca € L

où T désigneun tempscaractéristique,g l'accélérationde la pesanteur, L la longueurtypiquede la
tige, avec L

�

gT2. On a bien sûra € L, doncle termed'inertie estbien négligeabledansl'équa-
tion desmoments.On le prendégalà zérodansla suite(on conserveraun termed'inertie non nul
uniquementdansl'équationdesforces(5.11)).

En divisantl'équationprécédentedesmomentspar ds et en faisanttendreds vers0, on obtient
alorsl'équationdifférentielle:

¶M int

¶s
� s� t �

�

t � s� t �O	 Fint � s� t �

�

0 (5.12)

RappelonsqueM int � s� estle momentinternetransmisà traversla sectionens dela tige,F int � s�

la force internetransmiseà travers la sectionen s de la tige, et t � s� le vecteurunitairetangentà la
courbemoyennedela tigeens.
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3.3 Con�guration de la tig e au repos

CommementionnéauChapitre1,uncheveupeutêtrebouclénaturellement.Cettefrisurenaturelle
et intrinsèquepeutêtremodéliséetrèssimplementdansleséquationsdeKirchhoff enchoisissantdes
valeursau reposnon nullespour lescourbureset torsionde la tige. Nousappelleronscesquantités
au reposles courbureset torsion naturellesde la tige (ou encorecourbureset torsionspontanées),
et nousles noteronsrespectivementk0

1 � s� , k0
2 � s� , et t 0

� s� . Cesparamètresdécrivent l'état de repos
du système,lorsqu'aucuneforce extérieuren'est appliquéesur la tige (à ne pasconfondreavec les
courbureset torsionmatériellesk1 � s�-� k2 � s�-� t � s� de la tige, qui décrivent l'état mécaniqueréel du
système,sousl'action desforcesenvironnantes).

Dansle casdescheveux,il paraîtraisonnabledesupposerquelescourbureset torsionnaturelles
sontàpeuprèsconstantesle longducheveu; eneffet,commenousl'avonsvu auChapitre1, la frisure
naturelled'un cheveuestprédéterminéeparsonfollicule pileux,et on peutdoncpenserqu'elle reste
inchangéeduranttoutela phasedecroissanceducheveu.NousverronsauxChapitres6 et7 plusieurs
exemplesde simulationavec desvaleursde reposconstantesle long de la tige, ou, au contraire,
soumisesàunelégèrevariation.Pourl'instant,nousgardonsla dépendanceensdecesvariablespour
plusdegénéralité.Lescourbureset torsionspontanéesinterviennentdansleséquationsdynamiques
deKirchhoff via la loi constitutive dematériau,présentéeci-après.

3.4 Loi de compor tement du matériau

Bienquel'on ait vu auChapitre1quela tigecapillaireestconstituéedeplusieurscouchesconcen-
triquesde compositionsdifférentes,on peutconsidérer, à l'échelle macroscopique,quele matériau
constituantle cheveu estparfaitementhomogèneet isotrope.Dansl'hypothèsedespetitesdéforma-
tions en courbure et en torsiondu matériau(hypothèseégalementfaite par Kirchhoff), on pourra
prendreuneréponsedu matériauélastiqueet linéaire(loi deHooke),commesuit :

M int � s� t �•� n1 � s� t �

�

EI1 � k1 � s� t �

�

k0
1 � s� t ���

M int � s� t �•� n2 � s� t �

�

EI2 � k2 � s� t �

�

k0
2 � s� t ���

M int � s� t �S� t � s� t �

�

µJ � t � s� t �

�

t 0
� s� t ��� .

Cette loi peut s'écrire de manièreplus condenséesousforme matricielle,dansla basematérielle
� n1 � n2 � t � :

M int � s� t �

�
1

� kkk � s� t �

�

kkk0
� s� t ��� (5.13)

où
1

�ƒ‚ „

EI1 0 0
0 EI2 0
0 0 µJ

…†

, kkk
�‡‚ „

k1

k2

t

…†

et kkk0
�‡‚ „

k0
1

k0
2

t 0

…†

.

Dansceséquations,
1

désignela matricederaideurdu matériau(supposéeconstante),E le module
d'Young(oumoduled'élasticité),µ le moduledecisaillement,dé�ni parla relation

µ
�

E
2 � 1

�

s �

avecs le coef�cient dePoisson,

Ii le momentd'inertie dela sectionparrapportàchacundesdeuxaxesn i, etµJ la rigidité detorsion,
J désignantle momentd'inertie axial. Les formulesclassiques[LL76] pour les momentsd'inertie
dansle casd'uneellipsederayonsprincipauxa1 et a2 sont,pourla �e xion :

I1 �

p
4

a1 a3
2 I2 �

p
4

a3
1 a2,



128 CHAPITRE5. TIGE DE KIRCHHOFFET MODÈLE DE SUPER-HÉLICE

etpourla torsion:

J
�

p
a3

1 a3
2

a2
1 �

a2
2
.

Remarquonsque,mêmesi la loi constitutive du matériauchoisieest linéaire,les déplacements
subispar la tige peuvent êtrenon-linéaires, à causedeséquationscinématiques(5.9) non-linéaires,
qui décriventdesrotationsin�nitésimalesdurepèrematérielle longdela tige.Ainsi, bienquel'on se
placedansl'hypothèsedespetitesdéformationsencourbureetentorsion,leséquationsdeKirchhoff
nouspermettentdegérerdegrandsdéplacementsenpositionpourla tige.

3.5 Conditions aux limites

Noussupposeronsdanstoutenotreétudequele systèmemécaniquedecheveuconsidéréesten-
castréaubords

�

0 (dansle cuir chevelu), l'autre bords
�

L étantlibre. Ceshypothèsesentraînent
desconditionsauxlimites pourla tige.

Au bordencastrés
�

0, touteslesquantitéscinématiquespourle repèrematérielFFF sontimposées
parl'angle d'encastrementdela tige,etparle mouvementducuir chevelu.Ona,enposition:

p

r � 0 � t �

�

r c � t �

ni � 0 � t �

�

ni � c � t � pouri
�

0 � 1 � 2
(5.14)

puisenvitesse(translationet rotation):

p

¶r
¶t � 0 � t �

�

vc � t �

LLL � 0 � t �

�

LLL c � t �

(5.15)

etenaccélération(translationet rotation):
ˆ

¶2r
¶t2 � 0 � t �

�

ac � t �

¶LLL
¶t � 0 � t �

�

LLL t � c � t � .
(5.16)

Lesquantitésindexéesparla lettrec caractérisentle mouvementdu cuir chevelu et sontconnues
àchaquepasdetemps: ellespeuventêtredéduitesdumouvementdela têtedu personnageanimé.

Au bordlibre s
�

L, la forceinterneet le momentinternedela tigesontnuls:

Fint � L � t �

�

0 M int � L � t �

�

0. (5.17)

Remarquons,enexaminantànouveaula relationconstitutive dumatériau(5.13),quela condition
aubordsurle momentinterneimposeaubordlibre dela tige l'égalité entrelescourbureset torsions
matérielles� k1 � L �-� k2 � L �-� t � L ��� et lescourbureset torsionsspontanées� k0

1 � L �-� k0
2 � L �-� t 0

� L ��� . S'il n'y
apasd'effort extérieurponctuelexercésurle bordlibre dela tige,la con�gurationdela tigetendvers
sacon�gurationdereposà l'extrémitélibre.

4 Méthodes pour la résolution numérique

Récapitulonsce quenousvenonsde voir. Ce quel'on désignepar équationsde Kirchhoff pour
les tigesélastiquesesten fait l'ensembledeséquationsde (5.9) à (5.16).Ceséquationsprésentent
desnon-linéaritésspatiales,ainsiquedesconditionsauxlimitesenchaqueborddela tige.Pouraider
le lecteurà mieuxvisualiserlesnon-linéaritésdeséquationsdeKirchhoff, nouslui proposonsdese
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référerà l'Annexe B, qui présentele cassimpli�é d'une tige 2D statique(elasticad'Euler), dans
lequellestermesnon-linéairesdeséquationssontclairementvisibles.

Les problèmesnon-linéairesavec conditionsaux limites sont dif�ciles à résoudrenumérique-
ment [AP88], et c'est sansdoute l'une desraisonspour laquelle le modèlede tige de Kirchhoff
n'a quetrèsrarementétéexploité en simulationnumériquede tiges.À notreconnaissance,seules
quelquesapprochesont proposéune implémentationdu modèledansle casstatique[Pai02], mais
jamaisdansle casdynamique.

4.1 Choix d'une paramétrisation appr opriée

Coor données généralisées vs coor données 3D

Dansles travaux précédents(Chapitres3 et 4), nousavions paramétrénotresystèmepar l'en-
sembledespositionset vitesses3D desparticules(massesponctuelles)composantle système.L'in-
convénientd'une telle paramétrisationestqu'elle n'exprime pasles vrais degrésde liberté du sys-
tème: il faut ajouterdescontraintesextérieuresa�n queles propriétéssouhaitéespour le système
soientvéri�ées (dansnotrecas,nousavions ajoutédescontraintesentreles particulespour former
deschaînesinextensibles).

Uneautresolutionconsisteà proposeruneparamétrisationdusystèmequi inclut le maximumde
contraintesinternes: c'estcequ'on appellela paramétrisationparcoordonnéesgénéralisées. Cetype
deparamétrisationestdétailléeenAnnexe C. Elle permetd'exprimer lesvraisdegrésdelibertémé-
caniquesdu systèmeconsidéré,et doncdes'affranchirdetouteslescontraintesinternesdu système.
A titre d'exemple,la Figure5.6comparela paramétrisationparcoordonnées3D et la paramétrisation
parcoordonnéesgénéralisées,dansle casdu pendulesimple.

FI G. 5.6: L'exempledu pendulesimple. À gauche: penduleparamétrépar la position ‰ x v yv zŠ d'uneparticule
libre. La contraintedu �l inextensibleliant la particuleau supportestici modéliséepar un ressortraide, qui
va introduiredesinstabilitésdansla dynamiquedusystème. À droite : penduleparamétrépar l'angle q (angle
entre la verticaleet le �l). Danscecas,la contraintedu�l inextensibleestdéjàintégréedansle modèle, il n'est
pasnécessaired'ajouter unecontrainteexterne.

Nousavonschoisid'utiliser uneparamétrisationparcoordonnéesgénéralisées,carcetteparamé-
trisationémergenaturellementdeséquationsphysiquesdu système; deplus,il nousparaîttrèsavan-
tageuxde pouvoir inclure toutesles contraintesdu système(par exemple,le fait qu'un cheveu soit
inextensible)dansle modèleenlui-même,sansavoir à imposerpar-dessusle modèledescontraintes
pseudo-physiques.Mais commenousl'avonsmentionnéauChapitre2, cechoix deparamétrisation
soulève ensuitedesproblèmesdansla gestiondescollisions : en effet, le pendantd'une paramé-
trisationd'un systèmepar sescoordonnéesgénéraliséesest la dif�culté à interagirensuiteavec le
système.
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Paramètres indépendants d'une tig e de Kir chhoff

Revenonsà la cinématiquedestigesdeKirchhoff, donnéeen3.1. Il estimportantde remarquer
queles trois paramètrestorsionet courburesmatérielles- quel'on noterasousla forme condensée

� k i � s� t ��� i I 0� 1� 2 �

� t � s� t �-� k1 � s� t �-� k2 � s� t ��� , avec la conventionk0 � s�

�

t � s� - peuventservirà recons-
truire la forme géométriquede la tige de manièreunivoque,à un pasde tempsdonné: en effet, la
courbemoyenner et lesrepèresmatérielsni peuventsecalculerdemanièresymboliqueenintégrant
les équations(5.7b) puis (5.7a)par rapportà s, un processusquenousappelonsla reconstruction.
La torsionet lescourbures � k i � s� t ��� i I 0 � 1 � 2 formentdoncuneparamétrisationvalidepourla tige,puis-
qu'ellesexprimentlesvraisdegrésdelibertédusystème.Dansla suite,nousutilisonsdonccettepara-
métrisation,qui estdeloin supérieureà la paramétrisationd'originebaséesurlesquantitésr � s� t � and
ni � s� t � : eneffet, contrairementàcesparamètres,les � k i � s� t ��� i I 0� 1� 2 sontaffranchisdetoutecontrainte
puisquela conditiond'inextensibilitédela tigeestincorporéedansle processusdereconstructionpar
l'équation(5.7a).

À nouveau,le lecteurpourraconsulterl'Annexe B pourcomprendre,paruneillustrationsimple
danslecas2D,commentil estpossibledeformulerl'ensembledeséquationsdeKirchhoff enfonction
descoordonnéesgénéraliséesdu système(dansle cas2D, il n'y a qu'uneseulecoordonnéegénérali-
séeq � s� , représentantl'angle entrela courbemoyennede la tige et l'axe horizontal,et leséquations
deKirchhoff mènentàuneuniqueéquationscalairedynamique,paramétréeparq).

4.2 Discrétisation spatiale : modèle de Super -Hélice

Nousabordonsla discrétisationspatiale,et gardonsle tempscontinupour l'instant. Nouscom-
mençonsparénoncerunepropriététrèsimportante,qui va servirdebaseà notremodèlenumérique
detige deKirchhoff :

Propriété 5.3 Si k1, k2 et t sontconstantesle long dela tige deCosserat (i.e. indépendantesdes),
alors la con�guration spatialedela courbemoyenner dela tige estunehélice.

Pourunemeilleurecompréhensiondu modèlediscretde tige de Kirchhoff quenousproposons
dansla suite,sousle nomdeSuper-Hélice, nousconseillonsau lecteurd'examinerattentivementla
démonstrationdela propriétéci-dessus,donnéeenAnnexe D.

Super -Hélice

Divisonsmaintenantla tige enN élémentss � SQ d'indice Q. L'intervalle < 0 � L > estsubdiviséen
N segments � SQ � Q �4@ 1A A N B

. Ici, les lettresen capitaltellesqueQ désignerontdesvariablessurchaque
morceau(et nonsurdesnœuds)et doncprendrontimplicitementlesvaleurs1 . Q . N. Soit c Q � s�

la fonctioncaractéristiquepourle morceauSQ. Nousdé�nissonsalorsle nouveaumodèledéformable
discretdeSuper-Hélicecommesuit :

Dé�nition 5.5 On appellera Super-Hélice unetige deKirchhoff telle quesestorsion et courbures
t � s� t �-� k1 � s� t �-� k2 � s� t �

�

� k i � s� t ��� i I 0 � 1 � 2 sontdesfonctionsconstantespar morceauxle long de la
tige :

k i � s� t �

� å
1 ‹ Q ‹ N

cQ � s� k i � Q � t � pour i
�

0 � 1 � 2 (5.18)

oùlesquantitésk i � Q représententlesvaleursconstantesdestorsionetcourburesdela tigesurchaque
élémentSQ (avecla conventionk0 � Q �

t Q). De plus,on imposela continuitédu repère matérielà la
jonctionentre deuxmorceauxdetige successifs.
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D'après la propriété5.3, on déduit que la courbemoyenner � s� t � d'une Super-Hélice est une
hélicepar morceaux. De plus,il estaisédevoir quela conditiondecontinuitédu repèrematérielle
longdela tigeimposela continuitéC1 dela courbemoyenne.Finalement,onenconclutquela courbe
moyenner � s� t � d'uneSuper-Héliceestunecourberégulièreethélicoïdalepar morceaux, d'où le nom
choisideSuper-Hélicepourdésignerunetelle tige.

Processus de reconstruction

Les degrésde liberté d'une Super-Hélice sontdonc les 3N paramètres� k i � Q �

Q ��@ 1A A N B

i I 0 � 1 � 2 qui repré-
sententlestorsionet courburesdela tige,constantessurchaquemorceauSQ. Notonskkk le vecteurde
taille 3N, composédes3N paramètresdécritsci-dessus:

kkk
�




� t 1 � k1� 1 � k2 � 1 �������
� t Q � k1 � Q � k2� Q �������4� t N � k1 � N � k2 � N � .

Cevecteurdé�nit doncl'ensembledescoordonnéesgénéraliséesde la Super-Hélice.On notera
kSH

i � s� q � t � la torsionet lescourbures,constantesparmorceaux,qui sedéduisentdirectementde ce
vecteur, et rSH

� s� kkk � t � et nSH
i � s� kkk � t � la courbemoyenneet les repèresmatérielsobtenuspar recons-

truction.
L'AnnexeD montrequecettereconstructionpeutêtreeffectuéedemanièrepurementanalytique,

en commençantl'intégration du bord encastrés
�

0, et en utilisant unesolutionsymboliquepour
avancerd'un élémentausuivant.Au �nal, on obtientdesexpressionsexplicitespour lesnSH

i � s� kkk � t �

et pourrSH
� s� kkk � t � , donnéesci-dessous:

'

i �0< 0 ��� 2> nSH
i � s� kkk � t �

� å
1 ‹ Q ‹ N

ni � Q � s
�

sQ
�

1 � cQ � s�

rSH
� s� kkk � t �

� å
1 ‹ Q ‹ N

rQ � s
�

sQ
�

1 � cQ � s�

avec lesexpressionformellesdetQ � n1 � Q � n2 � Q et rQ donnéespar les formulessuivantes,surchaque
morceaudetige SQ (i.e. pours �0< sQ

�

1 � sQ > , eneffectuantle changementdevariableu
�

s
�

sQ
�

1) :

Œ•

•

Ž

•

••

tQ ‰ uŠ•u

t Q
WQ

v0 • Q x

kQ
WQ

cos‰ WQ uŠ v1 • Q x

kQ
WQ

sin‰ WQuŠ v2 • Q

n1 • Q ‰ uŠ•u

k1 ‘ Q
WQ

v0 • Q ’”“

t Q k1 ‘ Q
WQ kQ

cos‰ WQ uŠ�x

k2 ‘ Q
kQ

sin‰ WQ uŠ–• v1 • Q x

“

k2 ‘ Q
kQ

cos‰ WQ uŠ

’

t Q k1 ‘ Q
WQ kQ

sin‰ WQuŠ—• v2 • Q

n2
• Q ‰ uŠ•u

k2 ‘ Q
WQ

v0 • Q x

“

k1 ‘ Q
kQ

sin‰ WQuŠ

’

t Q k2 ‘ Q
WQ kQ

cos‰ WQ uŠ–• v1 • Q ’˜“

t Qk2 ‘ Q
WQ kQ

sin‰ WQ uŠ™x

k1 ‘ Q
kQ

cos‰ WQ uŠ—• v2 • Q

rQ � u�

�

rQ � 0�

�

y

t
WQ

v0
� Q z u

�

y

kQ

WQ
v1

� Q z

sin� WQu�

WQ
�

y

kQ

WQ
v2

� Q z

1
�

cos� WQu�

WQ
(5.19)

où kQ �›š

k2
1� Q �

k2
2 � Q, WQ �›š

k2
Q �

t 2
Q, et � v0

� Q � v1
� Q � v2

� Q � est la baseadaptéede l'élémentSQ,
constantesurcetélément.LespointsclefsdecescalculssontdonnésenAnnexe D.

Intérêt du modèle de Super -Hélice

Remarquonsque le modèlede Super-Hélice corresponden fait à uneréductiondu nombre de
degrésde liberté enespacede la tige deKirchhoff. Grâceà cemodèle,on passeainsid'un nombre
in�ni dedegrésdeliberté � k i � s��� i I 0 � 1 � 2 � s � < 0 � L > àunnombrediscretet�ni dedegrésdelibertépourla

tige � k i � Q �

Q ��@ 1A A N B

i I 0 � 1 � 2 . Nousverronsdansla suiteque,grâceauformalismedeLagrange,il serapossiblede
transposerleséquationscontinuesdestigesdeKirchhoff pourcenouveausystèmeàdegrésdeliberté
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�nis (nousappelleronscesnouvelleséquationséquationsdesSuper-Hélices). Toutl'avantagedecette
méthodeseraalorsdenefaire aucuneapproximationenespace1 lors dela résolutionnumériquedes
nouvelleséquationsmécaniques,puisquecesdernièresserontdéjàparamétréesparunnombre�ni de
coordonnéesgénéralisées.Dansle casdynamique,unefois leséquationsdesSuper-Hélicesécrites,il
resteraalorsà trouver un schémanumériqueperformantpourla discrétisationtemporelle.

L'Annexe C présentele formalismede Lagrangeet un exemplesimple de discrétisationd'un
systèmecontinuparréductiondunombredesesdegrésdeliberté.Le lecteurpourrad'oresetdéjàs'y
référerpourunemeilleurecompréhensiondela suite(enparticulierdu Chapitre7).

5 Bilan

Nousavonsdécritdanscechapitrelesprincipalescaractéristiquesdu modèlemécaniquedetige
deKirchhoff, ettâchéd'enretranscrireleséquationscinématiquesetmécaniquesdela manièrela plus
clairepossiblevis-à-visd'un non-spécialistedela mécanique.Contrairementauxprécédentsmodèles
utiliséspoursimulerdescheveux individuels,cemodèleintègreà lui tout seultouteslespropriétés
souhaitablesetnécessairespourreprésenterlecomportementd'un cheveudemanièreréaliste,àsavoir
lesdéformationsélastiquesencourbureetentorsion,leseffetsnon-linéairescaractéristiques(misen
évidencedanslesdeuxchapitressuivants),ou encorela contrainted'inextensibilitéde la tige. Dans
la suite, tout l'enjeu consistera,d'une part, à proposerune méthodede simulationnumériquede
ce modèle; nousverronsqueles méthodesproposéess'appuierontavantageusementsur le modèle
discretdeSuper-Hélice introduit danscechapitre.D'autre part, il s'agirademontrerquecemodèle
detigemécaniqueestbienadapté- entermesderéalisme,destabiliténumérique,etdeperformances-
à desapplicationsvirtuellesmettanten jeu deschevelurescomplètes,tellesquela coiffure virtuelle
(Chapitre6) ou l'animationdechevelures(Chapitre7).

FI G. 5.7: Mascotteschevelues,c
�

Le 9 Télécom

1L'approximationspatialedu modèlecontinude tige de Kirchhoff auradéjàétéréaliséepar le choix de courbureset
torsionconstantesparmorceau,et doncennombre�ni, dansle modèledeSuper-Hélice.L'intérêt d'une telle réductiondu
nombrededegrésdelibertéd'un systèmemécaniquecontinu,plutôtqu'unediscrétisationstandardconsistantà trouverune
solutionapprochéedeséquationscontinuesdu système(pardifférences�nies ou éléments�nis) est,commenousl'avons
vu auChapitre2, depouvoir ensuiteformulerdeséquationsmécaniquescompatiblesavecle nouveausystèmemécanique
discret,qui garantirontenparticulierla conservationdesonénergiemécanique.



CHAPITRE 6

Simulation statique de chevelures

ES LOGICIELS existantspourla coiffurevirtuellesebasentessentiellementsurdes
approchesgéométriquespourlamodélisation: unpeucommeundessinateur, l'uti-
lisateurtraceautourd'unetêtevirtuelledescourbes,dessurfacesoudesvolumes,
qui vontserviràdé�nir le supportdela cheveluredupersonnage,puisil ajoutedes
détailsprocéduraux(boucles,ondulations),jusqu'àparvenir à la coiffure désirée.

Au coursdela modélisation,la physiqueducheveuet touslesmécanismesphysiquesliésauxopéra-
tionsdecoiffagesontdonccomplètement(et délibérément)ignorés,l'unique but étantdeparvenir à
l'image dela coiffure �nale souhaitée.À l'opposédecesapproches,nousnousintéressonsauxphé-
nomènesphysiquesliésà la poussedecheveuxetà la coiffure.Dansuncontextedeprototypagepour
l'industrie cosmétique,comprendrel'in�uence despropriétésphysiques,structurelleset ethniques
descheveux sur la forme de la chevelureau reposesten effet essentiela�n d'identi�er ensuiteles
paramètresà modi�er (par un produit cosmétique)pour obtenir tel ou tel effet. Ce passigni�catif
versla simulationphysiquedecoiffuresfait parailleurspercevoir de nouvellesapplicationsdansle
domainede la réalitévirtuelle : par exemple,l'entraînementà la coupede cheveux par simulation,
pour les apprentiscoiffeurs; ou encore,à destinationdu grandpublic, la prédictionde l'apparence
d'unepersonneréelleaprèsunecoupe,calculéeautomatiquementà partir descaractéristiquesdeses
proprescheveux(donnéesmicroscopiques,carted'implantationsurle cuir chevelu,etc.).

Dansce chapitre,nousprésentonsde premierstravaux menésdansce sens,le but étantde gé-
nérerdescheveluresnaturellesde manièrephysiquementréaliste,en tenantcomptedespropriétés
physiques,structurellesetethniquesdescheveuxindividuels.Notreméthodes'appuiesurla physique
destigesdeKirchhoff présentéeauchapitreprécédent,appliquéeici dansle casstatique.La Section1
décrit le simulateurstatiquedecheveuuniquemis aupointparBasileAudoly en2001,dansle cadre

133
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dela collaborationavecL'Oréal surla modélisationdecheveux: danscemodèle,appeléHair3D , la
formeà l'équilibre d'un cheveuestcalculéedemanièrestableet ef�cace par la minimisationdeson
énergie potentielle.Nousmettonségalementenévidencelesparamètresphysiquesimportantsdu si-
mulateurqui nousserontutilesparla suitepourgénérerdesformesdecheveuxréalistes.EnSection2
nousproposonsuneextensiondecemodèledecheveuuniqueà l'échelled'unechevelurecomplète.
Notrelogiciel �nal estcapabledeprédirela formed'unechevelurenaturelle,pourdestypesethniques
variés,et à partir d'un nombreréduitdeparamètresintuitifs. Danscettesecondepartie,nousprésen-
tonségalementl'interfaceutilisateurmiseenplacepourcréerdescoiffuresrapidement,etdemanière
intuitive. Cetteinterfaceoffre à l'utilisateur la possibilitéderéaliservirtuellementdesopérationsde
coiffureclassiquestellesquele mouillage,la coupeet le séchage.En�n, nousprésentonsenSection3
desrésultatsdecoiffuresobtenusainsiqu'unevalidationdenotreapproche.

FI G. 6.1: Cheveuxbouclésréelsvs.synthétiques.Degaucheà droite : con�gurationà l'équilibred'un cheveu
bouclé; mèche généréede manière procédurale à partir de ce cheveu; mèche réelle dont on s'est inspiré
pour la modélisation; chevelurecomplètecomposéed'unecentainedemèches; chevelure réelledonton s'est
inspirépour la modélisation.

Le travail développédansce chapitrea fait l'objet d'un papiercourt à Eurographicsen 2005
[BAQ� 05], ainsiqued'une présentationà l'AFIG en2005[BAC � 05] (prix du secondmeilleurpa-
pier).

1 Modèle statique d'un cheveu unique

Nous nousplaçonsdansle casstatiquedestiges de Kirchhoff (plus de dépendanceen la va-
riable tempst). Nousconsidéronspour l'instant quele cheveu estuniquementsoumisau champde
la pesanteur. Les autresforcesextérieures(notammentles forcesde contact)serontconsidéréesen
Section2.2.

Sousceshypothèses,leséquationsmécaniquesdeKirchhoff (5.11)et (5.12)serécrivent:

ˆ

¶Fint
¶s � s�

�

r Sg
�

0
¶M int

¶s � s�

�

t � s�O	 Fint � s�

�

0.
(6.1)

Ceséquations,combinéesaux équationscinématiques(5.9), sontnon-linéaires,en particulierà
causedu termet 	 Fint dansl'équationdesmoments(voir Annexe B pouruneréécritureexplicite de
cetermedansle cas2D).

Deplus,ona toujourslesconditionsaubordsuivantespourla tige :
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œ•

•

ž

•

•Ÿ

r � 0�

�

rc

ni � 0�

�

ni � c pouri
�

0 � 1 � 2
Fint � L �

�

0
M int � L �

�

0.

(6.2)

Unesolutionconsisteraità résoudrenumériquementceséquationsstatiquesdeKirchhoff. Cette
approche,suivie parPai [Pai02],mèneàunsystèmed'équationsdifférentiellesordinairesnon-linéaires
avecdesconditionsauxlimitesauxdeuxextrémitésdela tige.Cetyped'équationsnepeutserésoudre
quedemanièreitérative, via uneméthodedetir parexemple[AP88], et la non-unicitédela solution
peutsoulever d'importantesdif�cultés numériques.Pourévitercesproblèmes,leséquationsdeKir-
chhoff statiquessontexprimées,demanièrephysiquementéquivalente,sousla formed'un problème
deminimisationd'énergie potentielle.Cettenouvelle formulations'avèrebeaucoupplusfacileà ré-
soudreet plus robuste.En effet, elle garantitde trouver unepositiond'équilibre stablede la tige,
pourun jeudeparamètresdonnéenentréecaractérisantla géométrie,l'encastrementet lespropriétés
physiquesdela tige.

Aprèsunedescriptionde ce modèlestatique,nousmontronset analysonsles formesde cheveu
pouvantêtregénéréesparcemodèle,etprésentonsquelquesrésultatsdevalidation.

1.1 Énergie potentielle

Nous cherchonsles con�gurationsà l'équilibre d'un cheveu soumisau champgravitationnel,
connaissantsescaractéristiquesgéométriques(longueur, rayonmoyen et excentricitéde la section
elliptique, angled'encastrementde la tige) et physiques(matricede raideur, courbureset torsion
naturelles).De manièregénérale,lescon�gurationsd'équilibre d'un systèmephysiquepeuventêtre
obtenuespar la recherchedesminimadesonénergie potentielle.L'énergie potentielled'une tige de
Kirchhoff soumiseauchampdepesanteurs'écrit :

Ehair �

Eg �

Ee (6.3)

où Ee estl'énergie élastiqueinternede la tige et Eg l'énergie potentiellede pesanteur. Notonsque
cetteformulationde l'équilibre statiqued'une tige de Kirchhoff estphysiquementéquivalenteaux
équationsstatiquesdeKichhoff (6.1),leséquationsstatiquesdécoulantdela formulationénergétique
par l'opérateurgradient.En supposantquele matériauconstituantle cheveuobéità la loi deHooke
donnéepar l'équation(5.13)auchapitreprécédent,l'énergie potentielleélastiqueinternedu cheveu
s'écrit [AP07] :

Ee �

$ L

0
y

EI1
2

� k1 � s�

�

k0
1 �

2
�

EI2
2

� k2 � s�

�

k0
2 �

2
�

µJ
2

� t � s�

�

t 0
�

2
z ds (6.4)

où E estle moduled'Young(ou moduled'élasticité) du cheveu,µ le coef�cient dePoisson,I1 (res-
pectivementI2) le momentd'inertie de la sectionde la tige par rapportà l'axe n1 (respectivement,
par rapportà l'axe n2), et J le momentd'inertie axial de la tige. Cesmomentsd'inertie dépendent
desrayonsprincipauxdela sectionducheveu,etdoncduparamètreexcentricitée. Leursexpressions
exactessontdonnéesauchapitreprécédent,enSection3.4.

L'énergie potentielledepesanteurducheveuEg s'écrit classiquement

Eg �

r Sg
$ L

0
z� s� ds, (6.5)

où r estla massevolumiqueducheveu,Sl'aire desasection(supposéeconstantele longducheveu),
g

�

N

g
N

la normedu vecteurgravité etz� s� la cotedu pointdela tiged'abscissecurvilignes.
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D'aprèsl'équation (6.4), l'énergie potentielleélastiqueEe d'un cheveu estminimale (et égale
à zéro) lorsqueles courbureset torsionk1, k2, t de la tige sontégalesà leur valeurspontanéek0

1,
k0

2, t 0. Cettetendancedu cheveu à recouvrersaforme naturelleestcontrebalancéepar l'ef fet de la
gravité, représentépar Eg, qui consisteà tirer le cheveu vers le bas.L'énergie potentielletotaledu
cheveu Ehair donnéepar l'équation (6.3) estdoncminimale lorsqu'il y a équilibreentrecesdeux
effetsantagonistes.

1.2 Résolution numérique

Pourrésoudrenumériquementle problèmeposé,la tigeestdiscrétiséegrâceaumodèledeSuper-
Héliceintroduit à la Section4.2du chapitreprécédent.En reprenantlesmêmesnotations,la tige est
doncparamétréepar 3N coordonnéesgénéraliséesforméespar les torsionet courburesmatérielles

� k
@ i � QB

� i I 0 � 1� 2 constantessur chaquemorceaude tige SQ, avec 1 . Q . N. Ces3N paramètressont
regroupésdansle vecteurkkk :

kkk
�




� t 1 � k1� 1 � k2 � 1 �������4� t Q � k1 � Q � k2 � Q �������4� t N � k1 � N � k2 � N � .

Commele repèrematérield'encastrementFFF � 0� de la tige estimposépar la positionet la direction
d'encastrementdansle cuir chevelu, le vecteurkkk dé�nit unecon�guration uniquepour la tige. En
effet, on rappelleque le processusde reconstructionmentionnéà la Section4.2 et en Annexe D
donneuneexpressionanalytiquedu repèrematérielFFF � s�

� 3

r � s� ; � ni � i I 0 � 1� 2 �

5

le long de la tige, à
partir desvaleurs � k

@ i � QB

� i I 0 � 1 � 2 surchaquemorceauSQ de la tige (la courbemoyennerésultanteest
unehéliceparmorceaux).

Nouscherchonsdoncà trouver le vecteurkkk qui minimisel'énergie Ehair de la tige. Unefois les
coordonnéesgénéraliséesdela tige trouvées,il suf�ra decalculerla con�gurationcorrespondantede
la tige,grâceauprocessusdereconstruction.

Calcul de l'éner gie Ehair

Le calcul de l'énergie totaledu cheveu Ehair nécessitel'évaluationdesdeux termesEg et Ee,
commeindiquéparl'équation(6.3).

Le calculde l'énergie élastiqueEe estdirect,car l'équation(6.4) devient, aprèsla modélisation
dela tigecommeuneSuper-Hélice:

ESH
e �

N

å
QI 0

y

EI1
2

� k1 � Q �

k0
1 � Q �

2
�

EI2
2

� k2 � Q �

k0
2 � Q �

2
�

µJ
2

� t i
Q �

t 0
Q �

2
z

L
N

�

1
(6.6)

oùL estla longueurdela tige.L'exposantSHdénotequel'énergie Ee estl'énergie élastique(exacte)
serapportantau modèlemécaniquede Super-Hélice,dont le nombrede degrésde libertéestréduit
parrapportaumodèledetige d'origine.

L'expressionanalytiquedel'énergie potentielledepesanteurESH
g à partir del'équation(6.5)est

plusdif�cile àformuler, carelle requiertl'intégrationdeséquationscinématiques(5.9),a�n dedéter-
miner la fonctionz� s� . En effet, z� s�

�

� r � s�S� ez � avecla conditioninitiale z� 0�

�

0 (parconvention,
on prendl'énergie potentiellenulle auniveauz de l'encastrementdela tige), où ez estle vecteurdu
repèredumonde(constant)orientéverticalement.

En écrivantz� s� commez� s�

�7¡

s
0

dz
ds � s

%

� ds
%

, et enserappelantquer � s� estlié auvecteurtangent
t � s� parla relationcinématiquet � s�

�

¶r
¶s � s� , on obtienttoutd'abordl'expressionsuivantepourEg :

Eg �

r Sg
$ L

0
� L

�

s%i�¢� t � s%£�¤� ez � ds% . (6.7)
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Preuve:

Récrivonsl'équation(6.5)enremplaçantz� s� parl'expression
¡

s
0

dz
ds � s

%

� ds
%

:

Eg �

$ L

0
� dmgz�

�

� r Sg �

$ L

0
z� s� ds

�

� r Sg�

$ L

0
y

$ s

0

dz
ds

� s%&� ds% z ds.

Soit f � s� s
%

�

�

dz
ds � s

%

� la fonctionà intégrerdeuxfois surle domaineD
�*3

s
%

�t< 0 � s>—� s �0< 0 � L >

5

. La
fonction f estcontinueet Destunepartiebornéeet ferméedeR 2 (surfacetriangulaire),telle que:

¥

� s� s%&�¦� D§

�

¥

s%¢�0< 0 � s>—� s �0< 0 � L >¨§

�

¥

s �2< s%©� L >—� s%¢�2< 0 � L >{§ .

Par le théorèmede Fubini, on peutalorsintégrer f sur le domaineD en choisissantn'importe quel
ordre d'intégration.En échangeantl'ordre desintégralesdansl'expressionprécédente,on obtient
donc:

Eg �

� r Sg�

$ L

0

dz
ds

� s% � y

$ L

sj

dsz ds%

�

� r Sg�

$ L

0

dz
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� s% �¢� L
�

s% � ds%

�

� r Sg�

$ L

0
� L

�

s% �¢� t � s% �¢� ez � ds% .

ª

ÉcrivonsmaintenantEg àpartir del'équation(6.7),dansle casd'uneSuper-Hélice:

ESH
g �

r Sg
$ L

0
� L

�

s%
�¢� tSH

� s%
�¤� ez � ds% .

L'expressionanalytiquede tSH
� s� le long de la tige estconnuepar le processusde reconstruc-

tion (voir Annexe D). Ramenons-nousàunesommed'intégralessurchaquemorceauSQ dela tige :
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Puisen faisantle changementde variables
%

�

sQ
�

1 �

u pour seramenerà unevariableu localeà
chaquemorceauSQ et enprenantlesmêmesnotationsqu'enAnnexe D :
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L'intégraleIQ peutsecalculerdemanièreanalytiqueenfonctiondescoordonnéesdekkk :
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PuisenremplaçanttQ � u� parsonexpressionformelledonnéeenSection4.2du chapitreprécédent:

I � Q�
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� L
�

sQ
�

1 �"� rQ �

� Q �
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Le termeintégrals'intègrefacilementparparties,cequi donne�nalement,enposantj Q �

WQ � Q :
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où rQ �

� Q � s'exprime formellementpar l'équation (5.19) en fonction de kQ, t Q et WQ, avec kQ �

²

� k1 � Q �

2
�

� k2 � Q �

2 et WQ �

²

� t Q �

2
�

� kQ �

2. La baseadaptée� vi
� Q � i I 1 � 2� 3 seconstruitégalementà

partir des � k i � Q � i I 1 � 2 � 3, commeindiquéparleséquations(??).

L'énergie potentielleESH
g de la Super-Hélice s'exprime donc de manièreanalytiqueen fonc-

tion descoordonnées� k i � Q �

QI 1A A N
i I 0 � 1 � 2 du vecteurkkk, de mêmequel'énergie élastiqueESH

e . Finalement,
connaissantle vecteurd'étatkkk, onpeutcalculerl'énergie totaledusystèmedefaçonexacte, enfaisant
la sommedesexpressions(6.6)et (6.8).

Algorithme complet

Nousrécapitulonsici l'algorithmeutilisépourcalculerla formeàl'équilibre d'uneSuper-Hélice:

1. L'énergie du cheveuEhair et le vecteurkkk sontinitialisésàdesvaleursarbitraires.

2. Tantquel'énergie Ehair continueàdécroître,on itère:
– Calculdel'énergie élastiqueESH

e parl'équation(6.6).
– Calculdel'énergie potentielledepesanteurESH

g parl'équation(6.8),qui découleduproces-
susdereconstruction.

– MinimisationdeESH
hair �

ESH
e �

ESH
g .

3. Connaissantle vecteurkkk qui minimiseESH
hair, on calculela con�guration �nale FFF � s�-� s �2< 0 � L >

dela tige,enutilisantle processusdereconstruction.

En pratique,on utilise la méthodedeFletcheret Powell [FP63]pourminimiserl'énergie poten-
tielle de la tige. Cetalgorithmenerequiertpasla connaissancea priori du gradientde la fonctionà
minimiser, il estdeplusadaptéà la rechercherapidedeminimapourdesfonctionsnon-linéaires.

1.3 Anal yse et validation

Nousmettonsici en évidenceles principauxparamètresd'entréedu modèlequi permettentde
générerdesformesréalistesde cheveu.Nousreportonségalementquelquesrésultatsd'expériences
visantà valider le modèle; cesexpériences,menéesparRaphaëlEymerydurantl'été 2005dansles
laboratoiresdeL'Oréal [Eym05],comparentdemanièreconvaincantele comportementd'un cheveu
réelàceluidu cheveusimulé.

In�uence de la frisure naturelle

La Figure6.2montrequelquescon�gurationstypiquespourle cheveu,obtenuesparl'algorithme
deminimisationd'énergie potentielle.À mesurequela courburenaturellek0

1 (supposéeici constante
le long dela tige) augmente,deplusenplusdebouclesapparaissent.Descheveuxprenantla forme
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de bouclesanglaises- caractériséespar une forte frisure prèsdespointeset une frisure moindre
prèsdesracines- sontalorsnaturellementgénérés(casc) et d)). Ce phénomène,quel'on retrouve
courammentdansla réalité,estdû à l'in�uence dela gravité qui estplusimportanteprèsdesracines
(bordencastré)queprèsdespointes(bordlibre), tandisquele termeélastiqueprédomineaucontraire
prèsdespointes.

FI G. 6.2: Simulationd'un cheveubouclé.De a) à c) : augmentationdela courbure naturelle k0
1 dela tige, la

sectionétantcirculaire; d) : tige ayantlesmêmescourbureset torsionnaturellesqu'en c), maisqui présente
unesectionelliptique.

Remarquonsquelorsquel'on augmentel'excentricitée de la sectionde la tige (casd)), tout en
maintenantun rayonmoyenconstant,la régularitédesbouclesaugmentele longdela tige1. Eneffet,
lorsquel'on rendla sectionde la tige de plus en plus elliptique,celaconduità un écartde valeurs
diamétralementopposéesdesmomentsd'inertie I1 andI2 parrapportàleurvaleurcommuneI obtenue
pourunesectionronde.Plusdebouclesapparaissentparcequel'un desmomentsd'inertie augmente
(i.e., l'élasticitéou la raideurdela tigeaugmentedansunedirectionlocale).Cephénomèneexplique
enpartiepourquoilescheveuxelliptiques(detypeafricainparexemple)sontplussusceptiblesd'être
bouclésqueceuxayantunesectioncirculaire(cheveuxasiatiques).

Instabilités physiques

La méthodede résolutionchoisiepermetégalementde rendreparfaitementcomptedesnon-
linéaritéstypiquesdu cheveu sousla gravité, commepar exempleson�ambage, lorsquel'on aug-
mentesa longueur- et donc sa charge - au-delàd'un certainseuil (instabilité modéliséepour la
premièrefois par l' elasticad'Euler, présentéeenAnnexe B), ou bien l'instabilité en �e xion-torsion
dueà l'augmentationd'une courbure naturelle.Cesdeuxinstabilitéssontmisesen évidencesur les
Figures6.3et6.4.

1Cephénomènederégularisationdebouclesestencoreplusremarquablelorsquel'on augmentela torsionnaturellet 0

dela tige,maisconduità unediminutiondu rayonapparent,cequi n'estpasle caslorsquel'on augmentel'excentricitéde
la section.D'autre part, lesseulscheveux ayantdansla réalitéunetorsionnaturellenonnulle sontceuxde typeafricain,
doncceparamètrenesauraitexpliquer la forte frisure trèsrégulièrechezcertainscaucasiens.En revanche,lescheveux à
sectionelliptiquesontprésentschezlesdeuxgroupescaucasienetafricain.
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FI G. 6.3: Miseenévidenceduphénomènede�ambaged'unetigedeKirchhoff lorsquesalongueuraugmente.

FI G. 6.4: Mise en évidencede l'instabilité en �exion/torsion d'une tige de Kirchhoff lorsquel'une de ses
courburesnaturellesaugmente.

Remarquonsquecesinstabilitésinterviennenttypiquementlorsqueles équationsde Kirchhoff
admettentdessolutionsmultiples.La méthodedeminimisationd'énergie a l'avantagedeconverger
directementversunepositiond'équilibre stable.Nousavonstestéla méthodeitérative proposéede
Pai [Pai02],maiscelle-cia,aucontraire,beaucoupdemalà convergerdanscesdifférentscas,cequi
la rendenpratiquepeuadaptéeà la simulationdecheveuxsoumisà la gravité.
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Asiatique CH291100 CaucasienD499
Rayon (µm) 45 30
Excentricité 0 0
Massevolumique (g � cm�

3) 1,32 1,32
Module d'Young(GPa) 3,7 0,8
Coef�cient de Poisson 0,48 0,48

TAB. 6.1: Caractéristiquesdes vrais échantillons de cheveux utilisés pour la validation du simula-
teur Hair3D [Eym05].

Validation à par tir d'expériences réelles

Le logiciel Hair3D résultant,conçupar BasileAudoly, a étévalidé en reproduisantdesexpé-
riencesréellestypiqueset en comparantles résultatsobtenusentrele réel et le virtuel. Cettephase
devalidation,dontnousreportonssur la Figure6.5quelquesrésultats,a étémenéeparRaphaëlEy-
mery[Eym05]enété2005danslesLaboratoiresdeL'Oréal,toujoursdansle cadredela collaboration
surle cheveu.

Pourréalisercettevalidation,touslesparamètresgéométriquesetphysiquesnécessairesàl'entrée
de la simulationont étémesuréssur leséchantillonsdevraischeveuxqui ont servidecomparaison
(deuxtypesde cheveux différents: un cheveu asiatiqueet un cheveu caucasien).Cesmesuressont
reportéesdansle tableau6.1.

Lesvraischeveuxont ensuiteétémis enformearti�ciellement (pardesbigoudis,dansle but de
faciliter la comparaisonen choisissantdescourbureset torsionnaturellesk0

i constantesle long du
cheveu),et l'on aextrait leurscourbureset torsionnaturellesàpartirdeleur formeaurepos(cheveux
poséssurunetablepouréviterl'action dela gravité).

FI G. 6.5: ExemplesdevalidationsexpérimentalesdumodèlestatiqueHair3D , réaliséesdansleslaboratoires
de L'Oréal par RaphaëlEymeryen été2005[Eym05]. Comparaisond'un vrai cheveuet du cheveusimulé
(répondantauxmêmescaractéristiquesgéométriqueset physiques)lorsquel'on fait varier a) la longueurdu
cheveu,b) l'angle d'encastrementducheveupar rapportà l'axe normalauplan del'étude. Lescomparaisons
ont étéeffectuéespour deuxtypesde cheveudifférents(asiatiqueet caucasien),et montrent la �délité avec
laquellele modèledetige reproduit le comportementréelducheveu.
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Stabilité et perf ormances numériques

L'énergiepotentielledela Super-Hélicesecalculantdemanièreexacte,l'évaluationdespositions
d'équilibredu systèmeestrobuste(aucuneapproximationenespace,contrairementà la méthodede
Pai [Pai02]),et la stabilitéde l'algorithmenedépendpasdu nombreN demorceauxchoisispour la
discrétisationspatialedela tige.

Examinonsmaintenantle coûtdel'algorithmedeminimisationd'énergie.La méthodedeFletcher
et Powell [FP63] utiliséeeffectueunesuccessionde minimisationsmonodimensionnelles(dansles
directionsconjuguées)pourchacundes3N paramètresk i � Q del'énergie potentielle.Dansnotrecas,
la fonction à minimiser- l'énergie potentielleESH

hair - n'est pasexactementquadratique,et doncce
processusdoit êtreitéréun certainnombredefois avantquele minimumnesoit atteint.En pratique,
on effectuede l'ordre deN itérationspour assurerla convergence,ce qui signi�e quela méthodea
unecomplexité algorithmiqueenO� N2

� .

Pourune longueurde cheveu maximumde L
�

50cm, nousavons jugé queN
�

10 éléments
étaientsuf�sants pour représenterla forme d'un cheveu de manièreréaliste.Dansce cas,la forme
à l'équilibre d'une dizainedecheveuxpeutêtrecalculéeentemps-réel,et unecentaineenquelques
secondes.Remarquonsquela méthodede Pai est,malgrésacomplexité linéaire,plus coûteuse(un
seul�l simuléen temps-réel),carelle nécessiteunediscrétisationspatialebeaucoupplus �ne de la
tige(aumoins100pointspourun�l d'unevingtainedecentimètres).Eneffet, l'algorithmeutiliséap-
proximelesdérivéesspatialesdeséquationspardesdifférences�nies, etdoncle pasdediscrétisation
en espacedoit êtresuf�sammentpetit pour limiter l'erreur d'approximation,et éviter la divergence
du schémanumérique.

Lesperformancessatisfaisantesquenousavonsobtenuesnousontainsipermisd'envisagerl'uti-
lisationdu modèledecheveuuniqueparminimisationd'énergie à plusgrandeéchelle,pourla géné-
rationdecoiffuresnaturellescomplètesvia uneinterfaceinteractive.

2 Modélisation d'une coiffure complète

Il neseraitbiensûrpasraisonnabledesimulerdesdizainesdemilliers decheveuxparla méthode
précédente,car cela conduiraità desheuresde calcul pour évaluer une seulecon�guration de la
chevelureàl'équilibre.Ainsi, demêmequelesautresapprochesdemodélisationdecoiffure[CK05a],
nousreprésentonsunechevelurecomplètecommeun ensemblede mèches.La forme généralede
chaquemècheestgouvernéeparun cheveudirecteur, tandisquesonapparencevisuelleestdonnée
par un ensemblede cheveux individuels tracésà l'intérieur du volume de la mèche,à l'étape du
rendu.L'algorithmedesimulationstatiqued'un cheveuprésentéà la sectionprécédenteestici étendu
pour permettrela priseen comptedescontacts.C'est ce nouvel algorithmequi va servir à prédire
de manièreautomatiquela formedu cheveu directeurde chaquemèche.La géométriedescheveux
rendusestgénéréeàpartirdecelleducheveudirecteur, parunprocessusstochastiquesimilaireàcelui
utilisédans[CK05a].

2.1 Plantation des cheveux et répar tition en mèches

La premièreétapepourcréerunechevelureconsisteà dé�nir unezonesur le crânedélimitantle
cuir chevelu,puisà répartirun ensembledemèchesqui vontpoussersurle cuir chevelu.
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Sélection du cuir chevelu

Contrairementà la plupartdeapprochesprécédentesqui spéci�ent la zoned'implémentationdes
cheveuxsurunecarte2D représentantla miseàplatdumaillagedupersonnage,notrelogiciel permet
à l'utilisateur depeindredirectementle cuir chevelu surle maillageen3D (voir Figure6.6).

FI G. 6.6: Sélectionducuir chevelu(enmarron) surunmaillage3D.

Génération automatique des mèches

Une fois le cuir chevelu sélectionné,le partitionnementde cettesurfaceen un certainnombre
demèchesesteffectuéautomatiquement.Pourcela,l'utilisateur choisitun entiernw, correspondant
approximativementaunombredemèchessouhaitépour la chevelure,et lesracinesdesmèchessont
alorsgénéréesgrâceà l'algorithmesuivant:

– Distribution aléatoire departicules: nw particulessontpositionnéesaléatoirementsur la sur-
facedu cuir chevelu.

– Répartitionuniformedesparticules: les nw particulessontconsidéréescommedescharges
électrostatiquesayantuneffet répulsifsurlesautresparticulesappartenantà leurvoisinage.On
utilise alorsun algorithmeitératif pourtrouver la con�gurationà l'équilibre del'ensembledes
particules.Celaconduità unerépartitionuniformedesparticulessur le cuir chevelu. Notons
quecetteméthodeestsemblableà la premièrepartiede l'algorithme deTurk [Tur92] pour le
remaillagedesurfacesgauches.

– Triangulationrégulière du cuir chevelu : l'ensembledesnw positions3D résultantesdespar-
ticulesestalorstétraèdriséenutilisant l'algorithme classiquede Delaunay. Lesarêtesindési-
rableset lestétraèdresplatssontsupprimésparunepassedenettoyage,produisant�nalement
unetriangulationrégulièredela surfacegaucheducuir chevelu.Cettetriangulational'avantage
denepasdépendredela triangulationdumaillaged'origine,maisseulementdela zonedélimi-
tantle cuir chevelu,etdu nombredeparticulesinitialementspéci�é parl'utilisateur. Précisons
cependantquecetteméthodeneseraitpasassezrobustepourgérercorrectementdesmaillages
d'objets �ns, plats,ou pointus(pour lesquelsil estrecommandéd'utiliser un algorithmepré-
servantla topologie,tel queceluiprésentédans[Tur92]).Dansnotrecas,le maillageconsidéré
(cuir chevelu) estconvexe et peuincurvé: il estconvenablementtraitéparnotreméthode.

– Chaquetrianglegénérépar la triangulationsertà représenterla basede chaquemèchesur le
cuir chevelu.Lesracinesdesmèchessontdoncadjacentessurle crâneetneserecouvrentpas.
Le cheveuguidedechaquemècheestencastréaucentredegravité du triangleformantla base
dela mèche.

Cetalgorithmeestillustré sur la Figure6.7.Grâceà ceprocessus,l'utilisateur obtientrapidementet
demanièreautomatiqueun modèledechevelurecomposéd'environ nw mèchesdetaillesà peuprès
égales,et répartiesrégulièrementsurle cuir chevelu.
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FI G. 6.7: Générationautomatiqued'un modèlepar mèches.Degaucheà droite : unedistributionaléatoirede
particules(pointsbleus)sur le cuir chevelu; répartition uniformedesparticulessur la surface; triangulation
de l'ensemblede points 3D forméspar les positionsà l'équilibre desparticules; génération d'un cheveu
directeurpar triangle.

Orientation des racines sur le cuir chevelu

Du fait de l'absencede donnéesréellessur les anglestypiquesd'encastrementdescheveux en
fonctionde la régiondu crâneet de l'indi vidu considéré,nousavonspour l'instant simpli�é la réa-
lité enconsidérantquelescheveuxpoussentenangledroit par rapportà la surfacedu cuir chevelu.
Commenousl'avonsvu auChapitre1, cettehypothèsen'estenfait vraiequedansle casdescheveux
asiatiques.En effet, lescheveuxcaucasienspoussentdemanièreobliqueparrapportaucrâne,tandis
quelescheveuxafricainspoussentdansunedirectionpratiquementparallèleaucuir chevelu.Cepen-
dant,il semblequel'angle d'implantationdescheveux joueun rôle négligeabledansla forme�nale
priseparunechevelure,saufdansle casdecheveuxcourtscaucasiens,où,commenousl'avonsvu sur
la Figure1.2,desmotifs capillairestrèsvisiblespeuvent apparaître.Nousnousintéressons,dansle
cadredecettethèse,à la simulationdecheveluresrelativementlongues,et doncnousnechercherons
pasici à reproduiredetelsmotifs.

2.2 Gestion des contacts

A�n decréerdescoiffuresréalistes,il estnécessairedetenircomptedesinteractionsseproduisant
entrelesmèchesdecheveux,la têteet le corpsdu personnage,ainsiqu'auseindela chevelure.Il est
enparticulierindispensabledetraiterlescontactsentremèchessi l'on veutquelescoiffuresgénérées
aientun volumeadéquat.

Pour les collisions,nousreprésentonschaquemèchew de manièresimpli�ée par un squelette,
composéd'un nombreréduit de points d'échantillonnagesi

w du cheveu directeur(en pratique,ce
nombreestpris égalau nombrede morceauxcomposantle cheveu directeur),ainsi qued'une série
d'épaisseursr i

w le longdela mèche,calculéesenfonctiondeplusieursfacteurstelsquele nombrede
cheveuxcomposantla mècheet le niveaudefrisuredela mèche.Le corpsdupersonnageestapproché
parun ensembledesphèresqui serventà la fois pour la détectiondescollisions,et pour la réponse.
Lorsqu'unecollision seproduit entreunemècheet unesphèredu corps,nousappliquonsau point
de contactdu squeletteuneforce de pénalitéélastique,notéeFc. L'avantageestqu'une telle force
dérive d'une énergie potentielle,et doncpour tenir comptede sacontribution dansla simulation,il
suf�t d'ajoutersonénergie correspondanteESH

c dansl'équation (6.3). Pourtrouver la forme �nale
du cheveu directeurde la mècheen collision, le problèmerevient alorssimplementà minimiser la
nouvelle énergie ESH

hair dé�nie ainsi:

ESH
hair �

ESH
g �

ESH
e �

ESH
c .
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FI G. 6.8: À gauche: collisionentreuncheveuboucléetunesphère. À droite: comparaisonentreunechevelure
complètesanscollisions(a), et unechevelure pour laquellel'ensembledescollisions(entre mèches,et entre
les mècheset la tête),estcorrectementpris encompte(b). Remarqueren particulier la différencede volume
entre lesdeuxcoiffures.

En pratique,on évalue ESH
c en fonction de la distancex d'interpénétrationentre la mècheet

le corps: ESH
c �

1
2kx2, où k estun paramètrede raideurchoisi arbitrairement.Commeillustré sur

la Figure6.8 (à gauche),cetteméthode,bien quetrèssimple,simule les contactsentreun cheveu
directeuretunesphèredemanièresatisfaisante.

Pourtraiter lescollisionsentremèchesdemanièreef�cace, nousnoussommesinspirésde l'al-
gorithmedescouchesmultiplesd'enveloppesdéveloppépar Lee et Ko [LK01]. Le principerepose
surl'hypothèsesuivante: lescheveuxplantéshautsurle crânedoiventtoujoursrecouvrirlescheveux
plantésplus bas.L'idée consistealorsà créeruneséried'enveloppesautourde la tête,en pelures
d'oignon,et à détecterla collision dechaquecheveu avec l'enveloppecorrespondantà l'altitude du
cheveu (plus un cheveu esthaut,plus on le testeavec uneenveloppegrande).Cetteméthoden'est
autrequel'extensiondel'algorithmededétectiondecollisionsentrelescheveuxet la tête.Bien sûr,
elle ne marchequelorsquela têterestestatiqueet orientéeverticalement,ce qui estnotrecaspour
cettemodélisationstatiquedechevelureaurepos.La Figure6.8(àdroite,b)) montrequ'unechevelure
complèteprésenteunvolumesatisfaisant,grâceàcetteapproche.

2.3 Outils d'édition de coiffure

Cettepartiedécritlesoutilsdecoiffurevirtuelledontdisposel'utilisateurpourcréerdescoiffures.
Par rapportaux approchesprécédentes,notreméthodeprésentele grandavantagede simpli�er la
gestiondesopérationsclassiquesdecoiffure tellesquela coupe,le mouillageou le séchage,grâceau
modèlephysiquesous-jacent.

Mouilla ge et séchage

Dansla réalité,unecoupede cheveux intervientsur unecheveluremouillée.Pourcoller ainsi
le plus possibleau réel, nousdésironssimuler l'ef fet du mouillageavant d'appliquerla coupe.Si
l'on veutsimulerunecheveluremouilléepourdesapplicationsde coupeet decoiffure virtuelles,il
estnécessairedeconnaîtrelesphénomènesphysiquesqui seproduisentlorsquelescheveuxsonten
contactavec l'eau. Ceux-ciont étédécritsau Chapitre1, et nousavonsvu que l'absorptiond'eau
par le cheveucause,entreautres,un changementimportantdesespropriétésmécaniqueset géomé-
triques: sondiamètreaugmentede13%environ, salongueurde1%,et sonmoduled'Youngdécroît
d'un facteur5 [BW05], rendantle cheveubeaucoupplusdéformable.En�n, unecheveluremouillée
estbeaucoupmoinsvolumineusequ'à sec,àcausedela naturecohésive del'eau.
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Wardetal. ontproposéunmodèledecheveluretenantcomptedecespropriétés[WGL04]. Mais,
commeleur modèlephysiqueesttrèssimple(chaînesmasses-ressorts),et doncn'est pasparamétré
par desquantitésphysiquesadéquates,il leur faut contrôlerde multiplesstructurespour arriver à
appliquersurla chevelureleschangementsphysiquescorrespondantaupassageà l'état mouillé.

Au contraire,grâceànotreapprochebaséesurunsystèmemécaniqueréaliste,mouillerunecheve-
lure revientsimplement,dupointdevuedela simulation,àmodi�er quelquesparamètresphysiques,
et à changerlesforcesdecollisionsentremèches.L'aspectvisueldesmèchesestégalementmodi�é
pourun renduplausible.Concrètement,notrealgorithmedemouillageestle suivant:

– Le moduled'élasticitédescheveux directeursestdivisé par 4, leur rayonaugmentéde 13%
et leur longueurde 1%. En pratique,c'est principalementle moduled'élasticitéqui a un fort
impactsurla formedela mèche.

– Nousdiminuonsle rayondechaquemèched'environ 40%(d'aprèsnous,celacorrespondde
manièresatisfaisanteà la réalité).La distanced'interpénétrationx dansle calculdesénergies
decollision (voir Section2.2)estréduited'autant.

– Au niveaudu renduvisuel, la couleurdescheveux fonced'environ 20% et la diffusion de la
lumièreparles�bres estréduite(d'aprèslesdonnéesexpérimentalesrapportéesdans[BW05]).

Quantauséchage,nousconsidéronspourl'instant qu'il s'agit duprocessusinversedumouillage,
bienquecenesoit pastout à fait le casdansla réalité[BW05]. Dansnotreinterface,un seulbouton
intégrantl'ensemblede cesmodi�cations permetà l'utilisateur de changerdirectementl'état de la
chevelure(mouilléeousèche).

FI G. 6.9: Mouillage(b),sélectionpar l'utilisateur desmèchespour la coupe(c), coupe�nale (d) etséchage(e)
d'unechevelurenaturellementbouclée(a).Noterla différencedeformedesmèchesentre l'état mouilléet l'état
sec(a-boud-e),causéeenparticulierpar lechangementdumoduled'élasticitéentrelesdeuxétats.Onobserve
également,à sec,quelesmèches(surla frangenotamment)ontchangédeformedufait dela coupe: lesboucles
ont “r emonté”,commedansla réalité.

Coupe de cheveux

Nousconsidérons,pour simpli�er, quela coupede cheveux consisteà enlever la matièrede la
chevelurequi estsituéeen-dessousd'un planhorizontalz

�

zc. Au lieu decalculerexactementl'in-
tersectionentrele plan de coupeet chaquemèchepour en déduirela longueur�nale de la mèche
aprèsla coupe,nousfaisonsl'approximationsuivante: la longueur�nale d'une mèchecoupéepeut
êtreapprochéeparzr �

zc où zr estla cotedela racinede la mècheconsidérée.Cetteapproximation
estraisonnablesi l'on effectuela coupesurdescheveuxmouillés(doncverticauxet assez“droits”),
et elle estd'autantpluscorrectequelescheveuxà coupersontlongs(l'erreur d'approximationétant
la plusimportanteprèsdela racine).

Notonsque,contrairementauxapprochesprécédentes,notreméthodedecoupeestphysique(i.e.
la chevelureperdeffectivementde la masse),et non paspurementgéométrique.Ainsi, la formede
chaquebouclede la chevelure,ainsi que le volume global de cettedernièresont affectéspar une
coupe,commedansla réalité(voir Figure6.9).
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2.4 Rendu d'une chevelure

Pourvisualiserla chevelurecomplètede manièreréaliste,il estessentielde pouvoir générerun
grandensembledecheveuxindividuelsautourdescheveuxguide,etd'encontrôlerle traceravecpré-
cision.Il estutile,également,dedisposerd'un logiciel derenduàdeuxniveaux: unrenduconvaincant
maispeucoûteux,durantla modélisationdela coiffure,a�n deguiderl'utilisateur le plusprécisément
possible; et un rendutrèsprécispourla visualisation�nale dela coiffure créée.

FI G. 6.10:Comparaisonsentre le réelet le virtuel, surdeuxexemplesdemèchesbouclées.

Géométrie des cheveux individuels

On supposed'une part que la densitéde cheveux est uniformesur le cuir chevelu, ce qui est
généralementle casdansla réalité(saufpourlescasd'alopéciequi nesontpasconsidérésici). Ainsi,
le nombrede cheveux appartenantà unemèchedonnéeestchoisi proportionnellementà la surface
du trianglesur le cuir chevelu délimitantla basede la mèche.De plus, les racinesdescheveuxsont
distribuéesuniformémentdansla surfacetriangulaire.

D'autre part,on choisitderépartirlespositionsradialesdescheveuxnon-guidesuivantunedis-
tributiongaussienneautourducheveuguide.Cettedistribution radialeestcontrôléeparunparamètre
devariance,notés rad. Pourassurerunetransitioncontinueet visuellementsatisfaisanteentrelespo-
sitionsdescheveuxnon-guidele longdela mècheet leursracines,uniformémentrépartiessurle cuir
chevelu,nousprocédonsainsi:

– Lespositionsderéférencedescheveuxtracéssontmultipliéesparunscalairedemanièreàêtre
à l'intérieur du cercleinscrit au triangleformantla basede la mèche,ce qui dé�nit ainsides
racinestemporairespourlescheveuxtracés.

– Cesracinestemporairessontensuitedistribuéesuniformémentà l'intérieur du triangle,par la
mêmetechniquede répartitionde particulesélectrostatiquesexpliquéeen Section2.1. Ainsi,
lesracinesdescheveuxsontbiendistribuéesuniformémentsurla surfaceducuir chevelu.

La courbemoyennedechaquecheveuguide,ainsiquelesrepèresmatérielsassociés,sontconnus
demanièreanalytiqueentoutpoints le longducheveu,etonpeutdoncs'appuyersurunéchantillon-
nagequelconque(�n ou grossier)du cheveuguidepourtracerlescheveuxnon-simulésautourdece
cheveu.En pratique,nouschoisissonsun pasd'échantillonnageds

�

1 cm pour un renduintermé-
diaire,etds

�

3 mmpourle rendu�nal.
Dansnotrerenduà basedemèchesdistinctes,chaquecheveunon-simuléesttracépardécalage

(offset) à partir du cheveuguide.La distanceentrele cheveuguideet le cheveunon-simuléestdéter-
minée,dela racineà la pointe,grâceàla fonctionradialedonnéeparla distributionaléatoireévoquée
plushaut.Le décalageestcalculéle longducheveuguidecommeunvecteurdansle plandesasection
locale � n1 � sj �-� n2 � sj ��� , oùsj estun pointd'échantillonnageducheveuguide.



148 CHAPITRE6. SIMULATION STATIQUE DE CHEVELURES

Illumination et ombra ge des cheveux

Au coursdela modélisationdecoiffure, le rendudescheveuxesteffectuéinteractivementpar la
méthodedeKajiya et Kay [KK89], pourl'illumination localeet parnotrealgorithme[BMC05] pour
le calculdel'auto-ombrage.Pourle rendu�nal d'unecoiffure, l'illumination localedescheveuxest
calculéede manièreplus précisepar l'algorithme de Marschneret al. [MJC � 03]. En particulier, ce
modèletient comptedeseffetsvisuelsdusà la géométrieelliptiquedela sectiond'un cheveu.Ainsi,
l'excentricitéereprésenteunparamètreuniquedesimulation,utiliséàla foisparlemodèlemécanique
et pour le rendu.La valeurdeceparamètreest�xée enfonctiondu typedecheveuconsidéré: pour
lescheveuxasiatiques,e estpratiquementnul, tandisquepour lescheveuxcaucasiens,e varieentre
0 et 0,5,et pour lescheveux africains,e varieentre0,4 et 0,6.Lesmodi�cations desparamètresde
rendueffectuéespoursimulerunecheveluremouilléeontétédétailléesenSection2.3.

3 Résultats et validation

3.1 Pousse de cheveux

FI G. 6.11: Comparaisonduphénomènedepoussedescheveuxentrele modèlesimpli�é destatiquedespoutres
utilisé par Anjyoet al. [AUK92] (à gauche)et notre modèlebasésur leséquationsdeKirchhoff pour lestiges
élastiques(à droite).Dansle premiercas,la gravitéseulenesuf�t pasà faire tomberlescheveuxcorrectement
sur la tête, et desforcessupplémentairesdevront être ajoutéespar la suitepour obtenirunecoiffure réaliste.
Dansle secondcas,le modèlenonlinéaire quenousutilisonsreproduit parfaitementle phénomèneseprodui-
santlorsdela poussedecheveux: lescheveuxpoussentd'abord toutdroit (a), puisayantatteintunelongueur
seuil(b), ils seplientnaturellementsousleur proprepoids(b et c).

Contrairementaux nombreusesapprochespseudo-physiquesqui utilisent deschampsde vec-
teursdansl'espace3D pourdéterminerla formestatiquedescheveux[HMT00,Yu01,CK05a],notre
méthodese sert descaractéristiquesphysiquesdescheveux (longueur, massevolumique,module
d'Young,etc.)pourcalculerautomatiquementla formede la cheveluresousl'ef fet de la gravité. La
méthoded'Anjyo et al. [AUK92], qui s'est inspiréedestravaux en résistancedesmatériauxsur la
statiquedespoutres,suit unpeula mêmeidée: danscetteapproche,lescheveuxsecourbentnaturel-
lementsousl'ef fet deleur proprepoids.Cependant,la méthodeemployéeesttrèssimpli�ée (elle se
basesuruneéquationdedéformationlinéaire),etn'estapplicableenthéoriequepourlespetitesper-
turbations(i.e., lespetitesdéformationset petitsdéplacements).Utiliséetelle quelle,elle donnedes
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résultatspeuréalistes(voir Figure6.11),et pourgénérerdescoiffuresplausibleselle requiertl'ajout
deforcesautresquela gravité (appeléesforces“coiffantes”).

Au contraire,notreméthodepermetdetenir comptecorrectementdu phénomènedepoussed'un
cheveu, caractérisépar le fait que,au-delàd'une certainelongueur, un cheveu mêmeparfaitement
verticalcessedepousserdroit,etpliesousl'ef fet desonproprepoids: c'estlephénomèned'instabilité
quenousavonsdéjàmisenévidenceenSection1.3etsurla Figure6.3.

3.2 Génération de formes naturelles de chevelure

La Figure6.12exposequelquesrésultatsdecoiffuresquenousavonsréaliséesennousinspirant
decheveluresréelles,deformesdiverses.Au momentdela réalisationdecetravail, nousnedisposions
pasdesvaleursprécisesdesparamètresgéométriqueset physiquesdescheveux mesurésà partir de
chaquechevelureréelle.Nousavonsalorschoiside�x er lesparamètresd'entréedela simulationen
utilisantlesvaleursmoyennesclassiquesdonnéesdanslesouvragesspécialiséssurle cheveu[Rob02,
BW05] : E

�

1GPa; µ
�

0 � 3; r
�

1 � 3gQ cm3.
Nousavonsajustéle degrédefrisuregrâceà l'une desdeuxcourburesnaturelles(et en�xant la

secondeà zéro).De plus,ayantremarquéà la Section1.3 quel'excentricitéde la sectionde la tige
avait un impactsurla régularitédesbouclesle longdela tige,nousavonsjouésurceparamètrepour
obtenirdifférentesformesdeboucles.Ainsi, surla Figure6.12,pourobtenirla frisuredetypeanglaise
dela coiffure enb), nousavons�xé ceparamètreà unevaleurnulle.En revanche,nousavonschoisi
unevaleurnonnulledeceparamètre(prochede0 � 1) pourobtenirla frisurerégulièredesracinesaux
pointesdela coiffure enc).

FI G. 6.12: Comparaisonentre descoiffuresgénéréespar notre logiciel et descoiffuresréelles.À droite de
chaquecoupled'images : images réellesde cheveux(a) raides,(b et c) boucléset (d) crépus.À gauche :
résultatssynthétiquescorrespondants,générésà partir devaleurs adéquatespour l'excentricitéde la section
du cheveue et pour lescourburesnaturellesk0

i . Chacunedescoiffuresdesynthèsea étéréaliséeà l'aide de
notre logiciel enmoinsde30minutes.

A�n devéri�er quenosprédictionssur la valeurapproximative du paramètree étaientjusti�ées
pourchacunedeschevelures(b) et (c) dela Figure6.12,nousavonsdemandéà L'Oréal uneanalyse
auvidéo-microscopedeséchantillonsdecheveuxappartenantàchacunedecesdeuxchevelures.Ces
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analysesont révéléquelescheveuxenc) présententeffectivementunesectionelliptique,tandisque
lescheveuxenb) ontunesectionplutôt ronde(voir Figure6.13).Cettevalidationadonccon�rmé en
partienoshypothèses,à savoir quela formeelliptiquedela sectiond'un cheveuboucléin�ue sur la
régularitélongitudinaledesafrisure.

Cependant,d'autresétudesplus approfondiesseraientnécessairespour concluresur l'in�uence
réelledela géométriede la sectiondu cheveurelativementà l'in�uence desescourburesnaturelles.
En particulier, nousavonsfait l'hypothèse,dansnosexpérimentations,quelescourburesnaturelles
étaientconstantesle long du cheveu(bienquecenesoit pasunerestrictiondu modèle),cequi n'est
pasforcémentle casdansla réalité.Toutefois,il demeuretrèsdif�cile d'avoir uneestimationprécise
desvariationsdefrisurenaturellele longdela tige.

FI G. 6.13: Grossissementauvidéo-microscopedescheveluresenb) etc) dela Figure6.12.Commeprédit par
notremodèle, lescheveuxdela chevelureenb) (ici à gauche)ontunesectionronde, tandisquelescheveuxde
la chevelureenc) (à droite)ontunesectionrondeà elliptique.

4 Bilan

Nousavonsprésentéunenouvelle méthodepermettantdecalculerautomatiquementla géométrie
d'unechevelurenaturelleàpartirdescaractéristiquesstructurelles,physiquesetethniquesducheveu.
Notreapproches'appuiesurun modèlerobusteet validésimulantla statiquedestigesdeKirchhoff.
Commele montrentnosrésultats,cetteapprochepermetdegénérerdesformesdecheveluresvariées
et �dèles à la réalité.

Actuellement,notreméthodeestprincipalementlimitéeparle coûtentempsdecalculnécessaire
pour générerla con�guration à l'équilibre d'une chevelurecomplète(6 secondesen moyennesont
nécessairespourcalculerunecon�gurationà l'équilibre d'unecheveluretellequecellesqui sontpré-
sentéessur la Figure6.12).La limitation desperformancesde l'applicationnousempêched'utiliser
plusd'unecentainedecheveuxdirecteursdansnotresystèmedemodélisationdecoiffure.Cependant,
lesrésultatsobtenussontvisuellementtrèssatisfaisantsaveccenombrelimité decheveuxdirecteurs,
grâceà notremodèleprocéduraldemèche.

Nousenvisageonsd'étudieractuellementla priseencomptede l'angle d'encastrementdesche-
veux dansle cuir chevelu pour générerla forme �nale d'une chevelure. En effet, l'implantation
descheveux a un impactassezimportantsur la forme d'une chevelure,surtoutlorsquecelle-ci est
courte.Noussouhaiterionsen outreintégrerau modèlequelquescaractéristiquesarti�cielles (raies
parexemple)pourobtenirdesstylesdecoiffure plusvariés.



CHAPITRE 7

Simulation dynamique de chevelures

E MODÈLE statiquedechevelures,présentéauchapitreprécédent,a démontrésa
puissancede représentationet a permisde manipulerinteractivementdescheve-
luresdetypestrèsvariés,dont la formeestcontrôléeà partir d'un nombreréduit
de paramètresintuitifs. Cependant,il n'est paspossibled'étendrecetteapproche
pourprendreencomptele mouvementdynamiquedescheveux,carla méthodede

résolutionparminimisationd'énergiepotentielles'appliqueexclusivementaucasstatique(recherche
d'étatsd'équilibre).Pourtraiterle casdynamique,il fautrésoudreleséquationsdynamiquesdestiges,
cequi s'avèrebeaucouppluscomplexe.

Unepartieimportantedela collaborationautourdela modélisationdescheveuxadoncétéconsa-
créeà la recherched'un modèlestablepour la simulationdu mouvementdestigesdeKirchhoff. Ce
travail demodélisationmécaniquea étécon�é à BasileAudoly. J'ai quant-à-moiparticipéà l'implé-
mentation,autestet à la validationdesdiversmodèlessuccessifsqui ont pu êtreproposésaucours
decetterecherche.Outrecetteaideà la miseaupoint du modèlemécanique,mescontributionsont
portésur le passagede l'animation d'un cheveu uniqueet isolé à celui d'une chevelurecomplète,
en interactionavecelle-mêmeet avec le corpsdu personnage.Pourcela,j'ai proposédesméthodes
ef�caces pour la détectionde collisionset mis enplacedesforcesde réponsedont j'ai identi�é les
paramètresenmeréférantà desexpériencesréelles.J'ai aussiproposéuneébauchedeparamétrisa-
tion du comportementcollectif descheveux,qui m'a conduità concevoir un habillagegéométrique
descheveuxguidejetantunpontentrela représentationparmèchesdistincteset l'interpolationd'une
chevelurecontinue.
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1 Méthodologie suivie

La premièreapprochepour concevoir un modèledynamiquede cheveu a consisté,trèsnaturel-
lement,à utiliser leséquationsdynamiquesde Kirchhoff et à lesdiscrétiser, en espaceet en temps,
grâceàunschémadedifférences�nies. Cependant,cepremiermodèles'est�nalementavérétrèsin-
stable,notammentà causedel'approximationfaitesurlestermesdérivésenespace.Ceconstatnous
aconduitàproposerunsecondmodèledynamiquedetige,basésurla représentationenSuper-Hélice
introduiteauChapitre5 et sur lesprincipesdela dynamiquedeLagrange.Unepremièreimplémen-
tationen2D decemodèlenousapermisdevéri�er quesastabilitéétaitsatisfaisante.Cetteméthode
aensuiteétéétendueavecsuccèsen3D, pourdonnerle modèledeSuper-Hélicedynamique. Comme
nousle verrons,cemodèlegarantitla simulationréalisteetstabled'un cheveuunique,toutentolérant
degrandspasdetemps.

Parallèlementà l'implémentationpartielleet à l'évaluationdesdifférentsmodèlesdynamiques
conçuspouruncheveuunique,j'ai développéplusieursalgorithmespermettantdeprendreencompte
leseffetscollectifsdescheveux,etainsidepasserdumodèledynamiquedecheveuuniqueà la dyna-
miqued'unechevelurecomplète.Cesalgorithmes,gérantnotammentles interactionsentrecheveux,
les collisionsentreles cheveux et le corpsdu personnage,ainsi que la générationde la géométrie
de la chevelureà partir d'un ensemblerestreintdecheveuxguide,ont étéconçuset implémentésde
la manièrela plusgénéralepossible,defaçonà pouvoir s'interfaceravec tout modèlemécaniquede
cheveuencoursd'étudeetprêtautest.J'ai ainsidéveloppéaufur etàmesureuneplate-formed'ani-
mationdynamique,permettantdetesteref�cacementchaquemodèlemécaniquedecheveuencours,
individuellementou bienauseind'unechevelurecomplète.Cetteplate-formedetestnousa permis,
aucoursdenosrecherches,dedétecterrapidementlesforceset lesfaiblessesdesdifférentsmodèles
mécaniquesimplémentés,cesderniersconstituantla briquedebasedela simulationd'unechevelure
complète.

Finalement,unepart importantedesmestravauxa consistéà validerle modèlephysiquedeche-
veuxdynamiques,à partir d'expériencesréelles.Le modèle�nal decheveu coupléaux interactions
a étévalidégrâceà uneséried'expériencessur la mèche,et pardescomparaisonsavecdesmèches
réelles.Poussantle réalismephysiqueplus loin queles méthodesprécédentes,notremodèleestau
�nal capabledecapturerprécisémentle comportementnon-linéairedescheveuxenmouvement,ainsi
quela dynamiquedecheveuxbouclés.Commel'illustrent nosrésultats�naux, notreméthodepermet
dereproduireleseffetssubtilsseproduisantauseind'unechevelureenmouvement.

Le travail qui estprésentédanscechapitrea fait l'objet d'uneprésentationetd'unepublicationà
la conférenceACM SIGGRAPH,enaoût2006[BAC � 06].

FI G. 7.1: À gauche: uneSuper-Hélice. Au centreet à droite : simulationdynamiqued'unechevelureondulée,
boucléeet lisse. Cescheveluresontétéanimésenutilisantunecentainedecheveuxguide, chaquecheveuguide
étantuneSuper-HélicecomposéedeN u 5 élémentshélicoïdaux.

EnSection2, nousprésentonsbrièvementle premiermodèledynamiquedetigequi aétéélaboré,
et nousmontronsen quoi les problèmesde convergenceque nousavons rencontrésen testantce
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modèlesontenfait inhérentsàlaméthodedediscrétisationspatialepardesdifférences�nies - appelée
dansla suiteméthodenodale. Nousmontronsensuite,en Section3, commentla modélisationdes
tigespardesSuper-Hélicespermetdedévelopperuneméthodenumériquestable,affranchiedetoute
approximationnumériqueen espace.En�n, en Section4, nousexposonsle modèlede chevelure
dynamiquecomplèteconstruitàpartirdumodèlemécaniquedecheveu,avantdevaliderenSection5
le modèlemécaniqueet le modèled'interactions,grâceà unesériede comparaisonsvisuellesentre
descheveuxréelset virtuelsenmouvement.

Précisonsqueles principeset équationsdé�nissantle modèledynamiquede Super-Hélice,mis
aupointparBasileAudoly, sonttrèscomplexes.J'ai tâchédelesretranscrireici dela manièrela plus
simplepossible,endonnantlesélémentsprincipauxà la compréhensionpourun non-spécialistede
la mécanique.Ainsi j'ai jugé inutile de mentionnertousles calculs(parfoistrèslourds)qui ont été
nécessairesnotammentpourl'élaborationdu modèledynamiquedeSuper-Hélice.

2 Échec de l'appr oche nodale

La premièreidéequenousavonseuepourimplémenterleséquationsdeKirchhoff dynamiquesa
consistéà utiliser un schémadedifférences�nies à la fois enespaceentemps.Dansun tel modèle,
la tige estéchantillonnéeen N nœuds� sP � PI 1 � A A A � N. Dansles équationsde Kirchhoff (5.9) à (5.16),
donnéesauChapitre5, touteslesdérivéesenespacesontapprochéespardesdifférences�nies. Cette
méthodemèneà un systèmed'équationsdécrivant l'évolution temporelledestrois degrésde liberté
(torsionetcourbures � k i � P � t ��� i I 0 � 1 � 2) enchaquenœudsP.

FI G. 7.2: Instabilitésde l'approchenodale: oscillationsverticalesd'une tige deKirchhoff de12 cmsimulée
par la méthodedesdifférences�nies proposéepar Hou et al. [HKS98], (a) enl'absencedegravité(stable)et
(b) enprésencedegravité(divergence).(c) Tentativedesimulationd'unechevelure complèteaniméegrâceà
quelquescheveuxguide, animéscommedestigesdeKirchhoff discrétiséespar différences�nies ; étantdonné
quele modèlenodaldetigenesupportepaslesfortescourbures,il n'estpaspossibleaveccemodèledeplanter
lescheveuxverticalementsur le crâne, ni desimulerdescheveuxbouclés,ni encored'imposerdesmouvements
rapidesà la chevelure!...

Nous avons testéce schémanumériquedansdiversescon�gurations(voir Figures7.2 et 7.3),
et nousavons constatéqu'il était fondamentalementinstable1, en particulier dansle casde longs
cheveux qui, à causede leur poids,présententdescourburesassezmarquéesprèsdu cuir chevelu
(voir Figure7.2). Cesinstabilitésnumériquessontduesaux non-linéaritésspatialesdansles équa-
tions de Kirchhoff, qui empêchentl'utilisation d'un schématemporelentièrementimplicite, et à la
présencede dérivéesspatialesd'ordre trèsélevé dansles équationsdu mouvement,ce qui impose
destrèsfortescontraintesdestabilitésurlesschémasd'intégrationentempsexplicites,Dt . Dtmax �

1La simulationd'un cheveuraidede10cmsoumisà la gravité étaitinstable,mêmeenpoussantla discrétisationspatiale
jusqu'àplusieurscentainesdenœuds,etpourdespetitspasdetempsde10³

5 sec.
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O� 1Q N2
� [HKS98].Ainsi, leséquationsdeKirchhoff mènentàdesproblèmesnumériquesraidesdont

il esttrèsdif�cile, voire impossible,desedéfairevia lesméthodesnodalesdediscrétisation.

FI G. 7.3: Simulationde la collision (par desforcesde pénalité)entre destigesde Kirchhoff, simuléespar
l'approchenodale, et unesphère, enl'absencedegravité.Lorsquelesdéformationsdestigesnesontpastrop
importantes(commec'est le casici), cetteméthodefonctionnedemanière stable. Cependant,dèsqu'on sou-
haitesimulerdeplusgrandesdéformationsencourbureset entorsion,d'importantesinstabilitésnumériques
apparaissent(voir Figure7.2,à droite).

Lesproblèmesraidesdanslesméthodesnodalesont déjàfait l'objet d'analysesapprofondiespar
Baraff etWitkin [BW92] qui recommandentl'utilisation demodèleslagrangiensdéformables(parfois
appelés“modèlesglobaux”,paroppositionauxmodèleslocauxou nodaux),commenousl'avonsvu
au Chapitre2. De tels modèlessontconstruitstout d'abord en choisissantavec soin les degrésde
libertéquel'on chercheà animer, puisenconsidérantcesdegrésde libertécommelescoordonnées
généraliséesdansles équationsdynamiquesde Lagrange.C'est l'approcheque nousutilisons ici,
dansle mêmeespritque[WW90,BW92,QT96].

3 Super -Hélices dynamiques

Aprèsunedizainedemoispassésà implémenteret à testerle modèledynamiquedetige pardif-
férences�nies, nousavonscomprisqueles instabilitésnumériquesrencontréesétaientcauséespar
lesapproximationseffectuéessurlestermesdérivésenespacedeséquations: le problèmeétaitdonc
inhérentà la méthode.Nousavons ainsi renoncéà discrétiserles équationsdu modèlecontinude
Kirchhoff, et avonschoisià la placedeconsidérerla dynamiqued'un nouveaumodèle,déjàdiscret
enespace: le modèledeSuper-Hélice.Cemodèlea déjàétéintroduit auChapitre5 et exploité avec
succèsen statique,au chapitreprécédent.Pour l'utiliser en animation,toutela dif�culté a consisté
à écrireleséquationsdynamiquesde ce nouveausystèmemécaniqueà partir deséquationsde Kir-
chhoff. Ce dif�cile travail a pu êtreréaliségrâceaux précieusescompétencesde BasileAudoly en
modélisationmécanique.

Avant de se lancerdansle casdynamique3D, un premiermodèleen 2D a étéconçuet testé,
a�n de véri�er la viabilité du modèlede Super-Hélice en dynamique(dansle cas2D, il faudrait
en l'occurrenceparlerd'un modèlede 'Super-Cercle'). Les résultatsencourageantsquenousavons
obtenusavec ce premiermodèlenousont conduitrapidementà passerà l'approche3D. C'est cette
dernièreapprochequenousintroduisonsici.

Étantdonnéela grandecomplexité du modèledynamiquede Super-Hélice, nousproposonsici
d'enprésenterseulementunevued'ensemble,a�n d'aiderle lecteuràvisualiserrapidementle modèle
et à comprendreles grandeslignesde la méthode.Les détailsdescalculs,jugésmoinsutiles à la
compréhensionglobaledel'approche,nesontpasdonnésparsoucideclartédansl'expositiondela
méthode.
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FI G. 7.4: À gauche : géométried'une Super-Hélice. À droite : quatre Super-Hélicescaractériséespar des
courbureset torsionnaturellesdifférentes,et animéespar le mêmemouvementd'oscillation horizontale: che-
veua) raide, b) ondulé,c) bouclé,etd) trèsbouclé.Danscetexemple, chaquecheveuestsimuléà l'aide de10
élémentshélicoïdaux,chaqueélémentétantreprésentéd'unecouleurdifférente.

3.1 Paramètres indépendants

Au Chapitre5,nousavonsintroduit la Super-HélicecommeunmodèledetigedeKirchhoff ayant
unnombre�ni dedegrésdeliberté,les � k i � Q �

Q ��@ 1A A N B

i I 0 � 1 � 2 , qui représententlescoordonnéesgénéraliséesde
notresystème.Le modèledynamiquequenousconstruisonsàpartirdecettereprésentationa le grand
avantaged'être capablede prendreen compteune discrétisationspatialede la tige arbitrairement
grossière(pourN ´ 1 petit),ou �ne (N grand).EnréglantceparamètreN ´ 1 pendantla simulation,
onpourraainsichoisirlemeilleurcompromisentreprécisionetef�cacité, enfonctiondelacomplexité
dumouvementdela chevelure,oudela puissancedecalculdisponible.Deplus,commenousl'avons
déjàmentionnéà la �n du Chapitre5, les contraintesde la tige sontdéjà intégréesà traverscette
paramétrisationencourbureset torsion.Commenousle verrons,cechoix permettradegarantirune
simulationtrèsstabledu modèlepour n'importe quellevaleurde N, et autoriseralesgrandspasde
temps.

3.2 Équations dynamiques pour une Super -Hélice

Étantdonnéun corpsdéformabledont la con�gurationdérive decoordonnéesgénéraliséesq � t � ,
la mécaniquede Lagrangefournit, commeexpliqué en Annexe C, uneméthodesystématiquepour
formuler les équationsdu mouvementde ce corps,q̈

�

a � q �

�q � t � . Dansnotrecas,les équationsde
Lagrangenousdonnent3N équationsscalairesqui s'écrivent :

d
dt

y

¶T
¶�k i � Q

z

�

¶T
¶ki � Q

�

¶U
¶ki � Q

�

¶D
¶�k i � Q

�

$ L

0
JiQ � s� q � t �•� F � s� t � ds (7.1)

où T � kkk �

�kkk � t � est l'énergie cinétiquede la Super-Hélice, U � kkk � t � son énergie interneélastique,et
D � kkk �

�kkk � t � sa dissipationinterne.Les expressionsde chacunde cestermessont donnéesplus bas.
Le membrededroitedel'équation(7.1)estla forcegénéraliséef i � Q qui dérive dela densitélinéique
F � s� t � dela forcephysiqueappliquéesurla tige (voir Annexe C pourunedé�nition dela forcegéné-
ralisée),et Ji � Q dénotela matriceJacobienneder, Ji � Q �

¶rSH
� s� kkk � t ��Q ¶ki � Q.

Nousprenonsencomptetroistypesdeforcesextérieures: le poidsducheveu,la traînéevisqueuse
de l'air ambiant(supposéeconstantele long du cheveu) avec le coef�cient de frottementn, et les
forcesdecontactFc aveclesautrescheveuxet le corpsdupersonnage:

F � s� t �

�

r Sg
�

n
¶rSH

� s� kkk � t �

¶t �

Fc
� s� t � . (7.2a)
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Le calculdela résultanteFc desforcesdecontactestexpliquéà la Section4.2.
Les trois énergies dansles équationsdu mouvement(7.1) qui sont importantespour une tige

élastiquesont:

T � kkk �

�kkk � t �

�

1
2

$ L

0
r S y

drSH
� s� kkk � t �

dt
z

2

ds (7.2b)

U � kkk � t �

�

1
2

$ L

0

2

å
i I 0

� EI � i � kSH
i � s� kkk �

�

kn
i � s���

2 ds (7.2c)

D � kkk �

�kkk � t �

�

1
2

$ L

0
µ

2

å
i I 0

� EI � i y

dkSH
i � s� kkk �

dt
z

2

. (7.2d)

Remarquonsquel'énergie cinétiqueT s'exprimedemanièreclassiqueenfonctiondela vitessedela
tige,dr Q dt. L'énergieélastiqueU dansl'équation(7.2c)sedéduitducalculdel'énergie stockéedans
la tige,enfonctiondela loi decomportementdu matériau(5.13)donnéeauChapitre5. L'énergie de
dissipationD quenousproposonssebasesurun modèleheuristiquesimple,qui permetdecapturer
leseffetsvisco-élastiquesdanslescheveux.

Touslestermesnécessairesà l'équation(7.1)ont étédonnésdansleséquations(7.2).En combi-
nanttoutesceséquations,on arrive à deséquationsexplicitesdu mouvementexpriméesenfonction
descoordonnéesgénéraliséeskkk � t � :

�µ< s� kkk > k̈kk
�

µ
1

�kkk
�01

� kkk
�

kkk0
�

�

A < t � kkk �

�kkk >

�

$ L

0
JiQ < s� kkk � t >n� Fi

� s� t � ds. (7.3)

Danscetteéquation,la notationentrecrochetssigni�e quetouteslesfonctionsconcernéessontdon-
néespardesformulesexplicitesenfonctiondeleursarguments.Enréalité,le calculdecestermesest,
dansle casdeséquationsdeKirchhoff, dif�cile. Il requiertenparticulierle calculdel'accélérationde
la tige r̈SH

� s� t � , qui intervientsousformeintégraledansle termedérivé del'énergie cinétiqueT des
équationsdeLagrange(7.1).C'estprécisémentcetermequi dépendlinéairementdel'accélérationk̈kk
en courbureset en torsionde la tige, et dont va notammentdécoulerla valeurde la matrice � . La
Section3.3donnedesindicationsconcernantle calculexplicite enespacede r̈SH

� s� t � .
Dansl'équation (7.3), la matriced'inertie � estunematricecarréeet pleine,de taille 3N (où

N estle nombred'élémentshélicoïdauxdela Super-Hélice),qui dépendnon-linéairementdekkk. Les
3N lignesde � correspondentaux3N équationsfourniespar(7.1)pouri

�

0 � 1 � 2 et 1 . Q . N. La
matricederaideur

1

estégalementunematricecarréedetaille 3N, qui contient,pourchaqueélément
SQ, lesraideurs(supposéesconstantes)entorsionet encourburesde la tige. Le vecteurkkk0 dé�nit la
con�gurationaureposdela tige,etcontientlestorsionetcourburesnaturellesk0

i � Q surchaqueélément
SQ dela Super-Hélice.En�n, le vecteurA représentetouslestermesrestants(comprenantla traînée
visqueusedel'air), qui sontindépendantsdek̈kk etqui dépendentnon-linéairementdekkk et �kkk.

Finalement,l'équationvectorielle(7.3)estla versiondiscrète,pouruneSuper-Hélice,deséqua-
tionsdeKirchhoff dynamiquesdonnéesauChapitre5.

3.3 Calcul formel des termes cinématiques à chaque pas de temps

Nousavonsvu, dansla premièreméthodeproposéeenSection2, queles instabilitésdu modèle
étaientprincipalementduesauxerreursd'approximationenespacedela tige. Tout l'intérêt denotre
modèledeSuper-Héliceestdetraiteraumieux(i.e. demanièreexacte) lestermesdérivésparrapport
à s, qui requièrentclassiquementune approximationen espace(via un schémade discrétisation)
pourleurévaluationnumérique.Nousnousaffranchissonsici del'utilisation d'un schémanumérique
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en espace,et intégronsanalytiquementtoutesles quantitéscinématiquesqui interviennentdansle
modèle.Ceciestrendupossiblegrâceà la modélisationdela tige parun ensembled'élémentsayant
chacundescourbureset unetorsionconstantes: celanouspermeteneffet, grâceauchoix judicieux
d'unebaseadaptéeà chaqueélément(donnéeenAnnexe D), decalculerdemanière analytiquetous
lestermescinématiques,etnotammentl'accélérationr̈ dela tige,qui intervientdansleséquationsde
Lagrangeaprèsdérivationdel'énergie cinétiqueT . Celasigni�e :

– QuetouteslesquantitéscinématiquesintermédiairessurunélémentdonnéSQ avecu �2< 0 �

� Q > ,
où

� Q estla longueurdel'élémentSQ, ontuneexpressionexplicite enfonctiondeu (etnonpas
en fonction de termesdérivéspar rapportà u) : c'est ce qu'on appellerala cinématiquesous
formeintégréedela tige.

– Qu'il existe un mécanismede propagationle long de la tige destermescinématiquesdepuis
le bord encastréjusqu'aubord libre (toutesles quantitéscinématiquessontconnuesau point
d'encastrementde la tige, et on imposedesconditionsdecontinuitéenposition,envitesseet
enaccélérationà la jonctionentredeuxéléments).

Cetteméthode,trèspuissante,recourtcependantàdescalculssymboliqueslourds: c'est le prix à
payerpourobtenirtouslestermescinématiquessousleur formeintégrée.Cependant,la quasi-totalité
descalculspeutêtreeffectuéeaumoyend'un logiciel decalculformel tel queMathematica[Res05],
et c'estenpratiquecequi a étéfait pourobtenirdemanièreplusdirectelesrésultatsdecalculsdont
nousavionsbesoin.

Sansentrerdanslesdétails,donnonslesgrandeslignesdu calculanalytiquede r̈SH
� s� t � le long

de la Super-Hélice.Nousnousintéressonstout d'abordaucalculsymboliquede r̈Q � u � t � surun seul
élémentSQ (Q est�xé). L'expressionformelleder Q � u � t � estdonnéepar le processusdereconstruc-
tion (voir Chapitre5 ou Annexe D). Cetteexpressiondépend(non-linéairement)des � k i � Q � i I 0 � 1 � 2, et
derQ � 0 � t � . Si on la dérive deuxfois, on obtientl'expressionanalytiquedel'accélérationr̈Q � u � t � sur
l'élémentSQ, qui s'écrit formellementcommeunefonctionaf�ne destroisaccélérations� k̈ i � Q � i I 0 � 1 � 2 :

r̈Q � u � t �

�

¨rQ ¶

� u � t �

� å
i I 0 � 1 � 2

dr̈Q

dk̈ i � Q
k̈ i � Q.

Dansle membrededroite,le deuxièmetermeregroupetouslestermesqui dépendentlinéairementdes
� k̈ i � Q � i , et le premiertermeregroupeles termesrestants,qui dépendent(non-linéairement)destrois
vitesses�

�k i � Q � i et destrois positions � k i � Q � i . Cepremierterme ¨rQ
¶

fait égalementintervenir l'accélé-
ration de l'élémenten u

�

0, r̈Q � 0 � t � , et l'accélérationen rotationdu repèrematériel, �LLL Q � 0 � t � . Par
continuitéà la jonctionentrelesélémentsSQ

�

1 etSQ dela tige,cesdeuxtermessedéduisent,respec-
tivement,àpartirdesvaleursdesfonctionsr̈Q

�

1 � u � t) et �LLL Q
�

1 � u � t � surl'élémentSQ
�

1 enu
�

� Q
�

1, où
� Q

�

1 estla longueurdel'élémentSQ
�

1. Nousavonsvu quesurl'élémentSQ, la fonctionr̈Q � u � t) dé-
penddemanièreaf�ne des � k̈ i � Q � i . Doncsurl'élémentSQ

�

1, la fonctionr̈Q
�

1 � u � t � dépenddemanière
af�ne des � k̈ i � Q

�

1 � i . Onpeutmontrer, demême,quela fonction �LLL Q � u � t � dépenddemanièreaf�ne des
� k̈ i � Q � i . Ainsi, enpropageantcesdeuxfonctionsle longdela tigedepuisl'extrémitéencastrée(s

�

0)
jusqu'àl'élémentcourantSQ, onendéduitquer̈Q � u � t � dépenddemanièreaf�ne des3Q accélérations

� k̈ i � j �

j �4@ 1A A QB

i I 0 � 1 � 2 .

Finalement,l'accélérationr̈SH
� s� t � le long de la tige estunefonction af�ne de toutesles accé-

lérationsen torsionet en courbures � k̈ i � Q �

Q �4@ 1 A A N B

i I 0 � 1 � 2 , et on peutconnaîtresonexpressionexactegrâce
à la propagationle long de la tige desfonctionscinématiqueslocalesà chaqueélémentSQ, du bord
encastréversle bordlibre. L'accélérationinconnuek̈kk qui sortdeséquationsdeLagrangeet apparaît
dansl'équation�nale (7.3)provientdecetermed'accélérationdela Super-Hélice, r̈SH

� s� t � .
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3.4 Discrétisation en temps

Grâceau formalismede Lagrange,nousavons pu écrire les équationsdynamiquesse rappor-
tant au modèlede Super-Hélice, intrinsèquementdiscreten espace.Commenousl'avonsvu, notre
méthodederésolutionn'introduit, par rapportaumodèle,aucuneapproximationenespacedansles
équations.Il restemaintenantàproposerun schémanumériqued'intégrationentempspourrésoudre
noséquationsdynamiques(7.3).Nousavonschoisid'utiliser un schémadeNewton semi-implicite,
avec un pasde tempsconstant.Les deuxtermesk̈kk et kkk dansle membrede droite deséquationsdu
mouvementsontcalculésdemanièreimplicite, demanièreàaccroîtrela stabilitédela résolution.

Équations discrètes

En notantx
�

kkk et y
�

�kkk, on a uneévolution dynamiquesurle vecteurforméparla réuniondex
ety :

�x
�

y

�
�y

�

µ
1

y
�21

x
�

A
�

I
�21

x0

où l'on aposéI
�9¡

L
0 JiQ < s� kkk � t >·� Fi

� s� t � ds. Ennotante le pasdetempsconstantchoisipourl'intégra-
tion numérique,le schémadeNewtonsemi-implicited'ordreun fournit leséquations:

xt
�

1 �

xt

e �

yt
�

1 �

0

�

yt
�

1 �

yt

e �

µ
1

yt
�

1 �21

xt
�

1 �

� A
�

I � t �21

x0.

Notonsquel'on a calculéles termesyt
�

1 demanièreimplicite dansla premièreéquation,et
1

xt
�

1

dansla seconde.Ce calcul implicite serala clef du succèsde la méthode,commepréciséplus bas.
Leséquationsétantd'ordredeuxentemps,chaquepasdetempsnécessitela résolutiond'un système
linéairedetaille 6N :

y

1
�

e1
e

1

�

�

eµ
1

z¸y

xt
�

1

yt
�

1
z

�

y

xt

� yt �

e ��< A
�

I > t �01

x0 �

z .

Onpeutéliminery enfonctiondex pourneplusavoir àrésoudrequ'unsystèmedetaille3N r 3N
etnonplus6N r 6N. L'élimination esttrèssimple:

yt
�

1 �

xt
�

1 �

xt

e
,

etdonnele systèmeréduit:

�©�

�

eµ
1¹�

e2
1

� xt
�

1 �

�q� xt �

eyt �

�

eµ
1

xt �

e2
��< A

�

I > t �21

x0 �

Pourunemeilleureprécision,il estutile de rechercherles incrémentsDx
�

xt
�

1 �

xt et Dy
�

yt
�

1 �

yt . En fonctiondecesincréments,le systèmelinéairecompletserécrit :

y

1
�

e1
e

1

�

�

eµ
1

z¸y

Dx
e

Dy
e

z

�

y

yt

�81

xt �

µ
1

yt �

< A
�

I > t �21

x0
z .

L'élimination sefait par:

Dy
�

�

yt �

Dx
e

.
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Le systèmeréduitdevient :

�©�

�

eµ
1¹�

e2
1

� y

Dx
e

z

�

< � y
�

e
1

x
�

e ��< A
�

I >

�21

x0 �–> t .

OnpeutpréféreréliminerDx dansleséquations.Il fautalorsrésoudrele systèmeéquivalentpour
Dy, àchaquepasdetemps:

�©�

�

eµ
1º�

e2
1

�

Dy
e �

��< A
�

I >

�?1

� x
�

� e
�

µ� y
�

x0 ��� t .

On incrémentealorsx selon:
Dx

�

e � yt �

Dy � .

La matricedecesystèmelinéaireestcarréeetpleine(comme� ), etnousutilisonsunalgorithme
de gradientconjuguépour résoudrele système.Le fait que � soit pleineest le prix à payerpour
incorporerla contrainted'inextensibilitédansla paramétrisation.En effet, commenousl'avonsbriè-
vementvu dansla Sectionprécédente,l'intégrationdeséquationscinématiquesproduitdestermesqui
dépendentde touteslesaccélérationsen courbureset en torsionle long de la tige, et passeulement
desaccélérationslocalesà l'élémentconsidéré.Cependant,commenousle verronsdansla suite,la
densitéde � n'est pasvraimentun problème,puisqu'unbon niveaude réalismeseraobtenupour
un N assezpetit.Typiquement,nousutiliseronspournosanimationsdechevelurescomplètesN

�

5
morceauxpourchaqueSuper-Hélicesimulée.

Contraintes cachées

La matrice� estdégénéréeauxdeuxtiers,c'est-à-direqu'ellen'estquederang2N alorsqu'elle
estde taille 3N. Celasecomprendfacilementen revenantau cascontinu: l'équationde Kirchhoff
pourlesmoments,M

� s �

t 	 T
�

0, donne,unefois projetéesurt, M
� s � t

�

0,soit � M � t �

� s �

� W	 t �F� M
d'où :

d � µJ � t � s�

�

t 0
� s���

ds �

M1k2 �

M2k1. (7.4)

Cetteéquationestaccompagnéedela conditionaubord:

< µJ � t � s�

�

t 0
� s���–>

�

ML � tL

où le membrededroitedésignel'ef fort detorsionappliquéens
�

L, qui estnul si cebordestlibre.Si
onn'avait pasapproximéle momentd'inertiedela sectionàzéro,onauraiteudansl'équation(7.4)un
termesupplémentaireproportionnelà l'accélérationenrotation,doncà ẗ . Cetermeestabsent,cequi
correspondphysiquementà choisirunevitessein�nie depropagationpourlesmodesdetorsion.Ces
équationsnesontdoncpasdeséquationsdifférentielles,maisdeséquationsquipermettentd'exprimer
les torsionsdirectementen fonction descourbures,ce qui signi�e queles � k i � Q �

Q ��@ 1A A N B

i I 0 � 1 � 2 ne sontpas
vraimentdesparamètresindépendantspourle système.

Cependant,le fait que � nesoit pasinversiblen'estpassi grave puisquel'on adopteun schéma
« suf�samment » implicite. Par conséquent,la matriceà inverserà chaquepasde tempsn'est pas

� , mais �

�

� eµ
�

e2
�

1

qui redevient dé�nie positive dèsquee � 0. On pourradoncignorerces
contraintescachéespourl'instant.

Dansla suite,onutilisele modèledeSuper-Hélicepouranimerdescheveuxguide,qui dé�nissent
le mouvementglobaldela chevelure.
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4 Modélisation d'une assemb lée de cheveux

4.1 Simulation par cheveux guide

L'animationréalisted'unechevelureàpartird'unecentainedecheveuxdirecteursestrenduepos-
siblegrâceà la cohérencelocaledescheveuxvoisinsaucoursdu mouvement.Commelesapproches
précédentes,notremodèlevise à reproduirele comportementcollectif descheveux en calculantde
manièreappropriéedesforcesd'interactionentrelesdifférentscheveuxsimulés(Super-Hélices),eten
générantdescheveuxsupplémentairesà l'étapederendu.Dansla suite,nousexpliquonsbrièvement
commentles interactionsentrecheveuxguidesonttraitées,avantdeproposerun nouvel algorithme
permettantdegénérerla géométriedetouslescheveuxàpartirdel'ensembledescheveuxguide,sans
avoir à choisir a priori entreunereprésentationcontinuede la chevelureet unereprésentationpar
mèchesdisjointes.

4.2 Interactions

Pour simuler une chevelure complèteen mouvement,il est nécessairede disposerd'un algo-
rithmeef�cace pourtraiter lescollisionsentrecheveuxet entrelescheveuxet le corps.La détection
estcalculéede manièreef�cace en exploitant la cohérencetemporelledu mouvementdescheveux,
commedans[RCFC03].Nousévitonsainsi le coût quadratiquepour le calculdescheveux lesplus
prochesengardantet enmettantà jour à chaquepasdetempsdespairesdepointslesplusproches.
Commedans[CCK05], lescontactsentrevolumesdecheveuxsonttraitéspardesforcesdepénalité
dissipatives.

Détection

Pourpermettreunedétectionà la fois ef�cace et précisedescollisionspouvantseproduireentre
lesmèchesguidéespardesSuper-Hélices,notrestratégiesebasesurlesdeuxidéessuivantes: a)l'uti-
lisationd'enveloppesenglobantescylindriquesadaptativesautourdesmèches,dont le nombreet la
taille s'adaptentautomatiquementaucoursdu tempsaudegréd'enroulementenhélicedela mèche,
etb) le suivi, àchaquepasdetemps,despairesdepointslesplusprochesentrelessquelettes(i.e. les
axesprincipaux)descylindresenglobants.

FI G. 7.5: À gauche : les différentesreprésentationsadaptativespour le volumeenglobantd'un morceaude
mèchecorrespondantà un élémentdu cheveuguidedela mèche. À droite : le suivi depointslesplusproches
entredeuxsquelettesdevolumesguide(cheveuxlisseset bouclés).
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a) Enveloppesenglobantescylindriques adaptatives

Le volumeenglobantun élémentSQ du cheveu guide(de courbemoyennehélicoïdale),pourra
êtrecomposéd'un uniquecylindreenglobantla formehélicoïdaleducheveuguide,dansle casoù les
spiresde l'hélice sontsuf�sammentnombreuseset resserrées(cas1 sur la Figure7.5),ou, à défaut,
de plusieurscylindres(un ou deuxdansnotreimplémentation)orientésselonla tangentemoyenne
localedel'élément(cas2 et3). Cetalgorithmeestdécritprécisémentci-dessous.

On rappelle(voir Annexe D) quele rayonrh et le pasDh d'une hélicepeuvent sedéduiredes
courbureset torsionk1� Q � k2 � Q � t Q del'élémentdela tige correspondant,parlesformulessuivantes:

rh �

kQ

W2
Q

Dh �

2p »

t Q

W2
Q ¼

,

oùkQ �9š

k2
1 � Q �

k2
2 � Q etWQ �*š

k2
Q �

t 2
Q. Le nombrentwist detourseffectuésparle morceaud'hélice

SQ peutalorssecalculercomme: ntwist �

­

Q
� 2prh �

, où
� Q estla longueurdel'élémentSQ (notonsalors,

toujoursd'aprèsl'Annexe D, quela longueurde l'axe principalWWWQ du morceaud'hélice secalcule
parla formule

­

Q t
WQ

).
Le nombrede spiresdécritespar l'élément SQ, ainsi que le pasDh de l'hélice - mesurantle

“resserrement”desspires- vont nousservir de critèrespour choisir un volumeenglobantadaptéà
l'élémentconsidéré.Précisonsquecescritèresserontréévaluésà chaquepasde temps,et doncque
lesvolumesenglobantss'adapterontà la géométriecourantedesmèchesde la chevelure.En notant
C� a � r � le cylindre d'axe unitaire a

½ ½

a
½ ½ , de longueur ��� a ��� , et de rayonr, le volumeenglobantVe de

l'élémentestalorscalculéainsi:

Cas1 : si � ntwist ´ nmax
twist � et � Dh ! Dmax

h � Ve �

C y

­

Q t Q

W2
Q

WWWQ � rh �

rw z

Cas2 : si � ntwist ´ nmin
twist � Ve �

C
J

rSH
�

sQ « 1
�

sQ
2 �

�

rSH
� sQ

�

1 �-� rw
K

�

C
J

rSH
� sQ �

�

rSH
�

sQ « 1
�

sQ
2 �-� rw

K

Cas3 : sinon Ve �

C ¾ rSH
� sQ �

�

rSH
� sQ

�

1 �-� rw ¿

où rw estle rayondela mècheguidéeparla Super-Hélice,et nmin
twist , nmax

twist et Dmax
h sontdesseuils�xés

parl'utilisateur, enfonctiondela précisiondesvolumesenglobantssouhaités.
Cetalgorithmeestillustré sur la Figure7.5.Dansla suite,on appelleravolumeguidele volume

englobantdé�ni à partir d'un cheveu guidepour la mèchecorrespondante(ensemblede cylindres
englobants).

b) Suivi despairesde points lesplus proches

Nousavonsadaptél'algorithmedeRaghupathiet al. [RCFC03],conçupourla détectiond'auto-
collisionsd'objetslongilignes,àla détectiondescollisionsentreplusieursmèches.Le suivi despaires
depointslesplusprochesesteffectuéentrelessquelettes(ouaxesprincipaux)descylindresservantde
volumesenglobantspourlesdifférentesmèches,telsquedé�nis précédemment.Onseramènealors,
commedansl'algorithmedeRaghupathietal., àunsuivi depairesdesegmentslesplusproches.Une
liste stocke ainsicespairesaucoursdela simulation.Au départ,cetteliste estinitialiséeavectoutes
lespairesqui peuventêtreforméesenprenanttouslessegmentsadjacentsauxracinesdescheveux.
Puiscettelisteestmiseà jour àchaquepasdetemps.Pourchaquepairedesegments� segi � seg j � :

– De mêmequedans[RCFC03],on testelesneufpairesdesegmentsforméesà partir desseg-
mentsvoisinsdesegi etdeseg j (le voisinagededeuxsegmentsétantprisausensdel'adjacence
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decessegmentsle longdeleurvolumeguidecommun),etontire la nouvellepairedesegments
lesplusprochesqui va remplacerla précédente.Cetteméthodepermetainsidepropagerune
pairededétectionle long demècheseninteraction.

– La paireserasuppriméeet nonremplacéesi elle-même,ainsiquetouteslespairesforméespar
sonvoisinage,sontconstituéesde segmentsdont la distanceestsupérieureà un certainseuil
distmax, au-delàduquelonestimequ'il n'estplusnécessaired'effectuerun suivi.

– Si la distanceentrelessegmentssegi et seg j estinférieureà un seuildistmin (déterminépar la
sommedesrayonsdescylindresenglobantscorrespondants),alorsle processusderéponseà la
collision estdéclenché.De plus,lespairesconstituéesdessegmentsvoisinsdesegi et deseg j

sontajoutéesà la liste despairessuivies.

En pratique,nousavonspu,sansconstaterdefort ralentissementdela simulation,choisirdistmax

suf�sammentgrandpourmaintenirconstammentaumoinsunepairedepointslesplusprochespour
chaquecouplede cheveux guide (cettepaire se retrouvant le plus souvent prèsdesracines,dont
la positionrelative est�x e au coursde l'animation). Contrairementà [RCFC03],nousn'avonspas
jugé utile d'ajouter de nouvelles pairesde manièrealéatoireau coursde la simulation.En effet,
d'une part chaquepairedecheveux guideestconstammentsuivie parau moinsunepairedepoints
les plus proches,d'autrepart il semblequela propagationdespairesde segmentsles plus proches
depuisles racinesjusqu'auxpointessuf�t à assurerle suivi d'une grandepartiedesinteractions“à
risque”,caraucoursdu mouvement,lesmèchesdecheveuxont globalementtoujourstendanceà se
rapprocherlesunesdesautresd'abordauniveaudesracines,puisdespointes.Cependant,uneétude
plusapprofondiedesrésultatsobtenusavec cetalgorithmeseraitnécessairepour prouver ou non la
pertinencedela méthode.

Notonsque le mêmealgorithmeest utilisé pour détecterles collisions entre les mècheset le
corps.Danscecascependant,lestestsdedistanceont lieu entredessegmentsetdessphères,puisque
commeauxchapitresprécédents,le corpsdu personnageestreprésentéparun ensembledesphères
decollision.

Réponse

Étantdonnéle paramétragedu modèlede Super-Hélice par descourbureset torsion,il est très
délicatd'imposerà ce modèledescontraintesen positionou en vitesse.Cependant,il estpossible
d'interagir aveccemodèlepar le biaisdeforces,aussiavons-nouschoisidecalculerla réponseaux
collisionspardesforcesdepénalité.

Commedans[Dur04], l'algorithme eststabiliségrâceà unerégularisationquadratiquepour les
petitespénétrations.Soitgap la distanced'interpénétrationentredeuxmorceauxdemècheswi etw j ,
évaluéelors de la phasede détectioncommegap

�

r i
w �

r j
w

�

d � segi � seg j � , où r i
w (resp.r j

w) est le
rayondu morceaudemèchewi (resp.w j ), et où d � segi � seg j � estla distanceentrelesdeuxsegments
portantles morceauxde mèches(correspondantà unepairede segmentsles plus proches,détectée
parl'algorithmeprécédent).À partird'uneprofondeurderégularisationdreg (choisiearbitrairement),
oncalculela forcederéactionnormaleRNRNRN exercéeentrelesdeuxpointslesplusprochescommesuit :

œ•

ž

•Ÿ

si � gap . 0� RNRNRN �

000

si � 0 . gap . dreg � RNRNRN �

kc gap2

2dreg
ncncnc

sinon RNRNRN �

kc � gap
�

dreg
2 � ncncnc

où ncncnc estle vecteurunitaireindiquantla directiondecollision (calculéecommele produit vectoriel
desdeuxvecteursdé�nissantlesdeuxsegmentslesplusproches),etkc estréglédemanièrearbitraire.
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Pourmodéliserle frottemententrelesmèchesencontact,nousutilisonsla mêmeloi defrottement
visqueuxquedans[CK05a] :

RT � �

n � vrel �

� vrel � nc � nc � .

où vrel estla vitesserelative desdeuxmèchesencontact.
Dansle casdu frottemententreunemècheet un objetextérieur, nousmodulonsle coef�cient de

frottementn parunefonctiontrigonométriquedemanièreà tenir comptedel'anisotropiedel'état de
surfacedescheveux(voir Section5).

Discussion

L'algorithme de détectionmis en places'est avéréef�cace, en mobilisantseulement20 % du
processeurau coursd'une simulation.Le nombreminimal de pairestestéesà chaquepasde temps
estdel'ordre den2 où n estle nombredecheveuxdirecteurs(et nonle nombredesegmentscomme
ceseraitle caspourun algorithmenaïf). De nouvellespairesnesontcrééesquesi unecollision est
détectée,donc,le plus souvent, uniquemententredesmèchesvoisines.Si par hasarddeuxmèches
non-voisinessurle cuir cheveluseretrouventencollision,unenouvellepaireseracrééemaisdétruite
par la suite lorsqueles deuxmèchess'éloignerontà nouveau(uneseulepaireseraconservéeà la
racine,là où la distanceentre les deux cheveux resterainférieureau seuil �xé). Nous aimerions
à l'avenir évaluer de manièreplus préciseles performancesde cet algorithme,et véri�er s'il est
suf�sammentconservatif, enmesurantla proportionmoyennedecollisionsdétectéespar rapportau
nombredecollisionseffectives,surunecertaindurée.D'autrepart,nousavonsremarquéquele saut
discretdesvolumesenglobantsde chaquemèche,d'une représentationà une autreet en fonction
de l'enroulementlocal de la mèche,pouvait poserdesproblèmesde stabilité.A�n de pallier à cet
inconvénient, il s'agirait de proposerune manièrepour adoucir les transitionsentreles différents
niveauxdereprésentationspossibles.

Nousavonscommencé,en nousinspirantdestravaux de Redonet al sur la détectioncontinue
de collisionsentreobjetsrigides[RKC02], à adapterl'algorithme de détectioncontinueau casdes
interactionsentre�bres. Cependant,dansle cadredecettethèse,nousn'avonspasencorepu mener
cetteétudeàterme.Noussouhaiterionsrevenirsurcetteméthodeparla suite,carnousjugeonsqu'elle
estparticulièrementadaptéeà la détectiondescontactsentredesobjetstrès�ns telsquelescheveux
ou lespetitesmèchesdecheveux,dontl'interpénétrationn'estsouventpasdétectéepardesméthodes
classiquesdiscrètes,enparticuliersi le mouvementsimuléestrapide.

4.3 Génération de la géométrie des cheveux à par tir des cheveux guide

Nousaimerionsêtrecapabled'animerdeschevelurestrèslisseset d'aspectcontinu,aussibien
quedescheveluresnettementséparéesen paquetsde cheveux (chevelureboucléeparexemple).De
plus,beaucoupdecheveluresréelles(ondulées)ont généralementun aspectlisseet continuprèsdu
cuir chevelu, tandisqueles pointesformentdesmèchesséparées(voir Figure3.2 du Chapitre3, à
gauche).Dansle chapitreprécédent,nousavonsprésentéun modèleprocéduralde chevelurecom-
plèteentièrementbasésurla notiondemèche.Si cemodèlesimplepeutsuf�re pourla générationde
coiffuresstatiques(grâceà cemodèle,nouspouvionsobtenirdescoiffuresnaturellesréalistespour
descheveux lisses,onduléset bouclés),il nepermettraitcependantpasd'habiller cesmêmescheve-
luresenmouvementdemanièreconvaincante,carlesmèchesseraientbeaucouptropvisiblesaucours
del'animation.

A�n depouvoir représenterle plusgrandnombredecheveluresdynamiquesparunmodèled'ha-
billage unique,nousproposonsainsi d'af�ner le modèleprocéduralde mècheprésentéau chapitre
précédent.Notrenouveaumodèleconstitueenfait un intermédiaireentrelesapprochesreprésentant
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FI G. 7.6: Algorithmesemi-interpolantpour la générationdela géométrie�nale descheveuxà partir destrois
cheveuxguide : a) les cheveuxsont interpolésà partir despositionsdescheveuxguide, depuisles pointes
jusqu'auxracines; b) les cheveuxsontinterpolésprèsdesracines,maispasprèsdespointesoù desmèches
distinctesapparaissent; c) aucuneinterpolation, les cheveuxrestentgroupésautour de leur cheveu guide
principal d'où l'apparition demèchesdisjointes; d) l'interpolation à travers l'épauledroitedupersonnageest
évitéegrâceaucritère dedistancemaximaleentre lespointesdescheveuxguide.

la chevelurecommeun ensembledemèchesséparées,et cellesreprésentantla chevelurecommeun
continuum.Le principeconsisteà tracerdescheveux(appeléscheveuxcible) à partir d'un ensemble
decheveuxguidevoisins,enréglantl'in�uence (ou le poids)dechaquecheveuguidesur la position
descheveuxcible tracés.Si uncheveuguidedonnéaunpoidsprépondérantsurchaquecheveucible,
alors le paquetdescheveux cible ainsi tracésresteragroupéautourde ce cheveu guide,et ne sera
pasin�uencé par les autrescheveux guidependantl'animation. Si, au contraire,les in�uencesdes
différentscheveux guidesurchaquecheveu cible sontéquilibrées,alorsle paquetde cheveux cible
prendral'apparence,aucoursdel'animation,d'un continuumentrelesdifférentscheveuxguide.Un
critèresur la distancemaximaletoléréeentrelesextrémitéslibresdescheveuxcible et descheveux
guidepermetderomprecettecontinuitélorsquelescheveuxguides'éloignenttrop lesunsdesautres.
Deplus,le niveaud'interpolationpeutêtrerégléinteractivementle longdescheveux,desracinesvers
lespointes.L'algorithmeprécisdecemodèleestdécritci-dessous,et illustrésurla Figure7.6.

Soith le cheveucible (nonsimulé)dontnousvoulonscalculerla géométrie.

1. Lorsd'uneétapedeprécalcul,h estassignéàuncheveuguideprincipalgmain, notéégalementg0

(il s'agit du cheveuguideissudu trianglesur lequelh pousse),et on sélectionned'autresche-
veux guide gi � i �=< 1 ��� ng > qui sont suf�samment prochesde gmain sur le cuir chevelu, selon
un seuil de distancemaximalt r toujourschoisi supérieurà la distanceentregmain et h sur le
cuir chevelu (typiquement,dansnos exemples,ce seuil est �xé à une valeur permettantde
sélectionner, en plus de gmain, entre3 et 10 cheveux guide voisins). L'in�uence (ou poids)
initial dechaquecheveu guidesur le cheveu h estalorscalculéecommeunefonctionnorma-
liséede la distanceeuclidiennesur le cuir chevelu entreh et lesdifférentscheveux guidegi :'

i �˜< 0 ��� ng >—� w0
i �

tr
�

dr
i

tr où les dr
i sont les distanceseuclidiennesentreles racinesdesgi et la

racinedeh. Remarquonsquepourtout i, on a0 . w0
i . 1.

2. Ensuite,àchaquepasdetemps:

– On souhaitetenir compte,au coursdu mouvement,de l'éloignementdescheveux guide
gi � i �¬< 1 ��� ng > parrapportàgmain. Lescheveuxétantpluslibresdeseséparerprèsdespointes
que prèsdesracines,il paraîtalors raisonnablede mesurercet éloignementrelatif entre
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FI G. 7.7: Rôledesdifférentsparamètresdumodèled'habillageprocédural dela chevelureà partir descheveux
guide, illustré surdeuxmèchesaniméeschacunepar uncheveuguide. À gauche: in�uencedela distanceentre
lespointesdecheveuxguidesur le degréd'interpolationpour le rendudescheveuxcible. Cecœf�cient vientse
multiplier auxpoidsdescheveuxguidepré-calculésà partir deleurs distancesrelativessur le cuir chevelu.À
droite : in�uenceduparamètrea sur la formeinterpoléeentredeuxmèches(de

i resteconstante).Ceparamètre
règlele niveaud'interpolation le longdesmèches,unpeuà la manièred'unefermetureéclair.

cheveux guidepar la distanceentreleurspointes.Pourchaquecheveu guidegi , on calcule
ainsi la distancede

i entrel'extrémitélibre degi et celledegmain. Le poidsassignéà chaque
cheveuguideestalorsmultiplié paruncoef�cient qui estunefonctionlinéaireparmorceaux
et décroissantedela distance(voir Figure7.7) :

œ
•

ž

•
Ÿ

si � 0 . de
i ! ta � sj ��� wi � j �

w0
i

si � ta � sj �". de
i ! tb � sj ��� wi � j �

w0
i

tb � sj �

�

de
i

tb � sj �

�

ta � sj �

sinon wi � j �

0

oùlesdeuxseuilsta ettb dépendentlinéairementdel'abscissecurvilignesj le longdeh. Cette
dépendancespatialele long du cheveuestle point clef denotrealgorithme: elle permeten
effet degarantiruneinterpolationdescheveuxprèsdesracinestout enpréservantun aspect
demèchesdisjointesprèsdespointes(voir Figure7.7).

– Finalement,on calcule la position du cheveu h à l'abscissecurviligne s j ainsi : ph � j �

1
l j

å k wk � j pk � j où pk � j est le point sur le cheveu guidegk d'abscissecurviligne sj (avec la
conventiongmain �

g0), et l j �

å kwk � j .

L'utilisateur disposedoncdesparamètrest0
a, t0

b, et a pour régler le niveaud'interpolationdes
cheveuxtracésautourdescheveuxguide.Grâceàcestrois seuils,unetrèsgrandevariétédetypesde
chevelurespeutêtrerendudemanièreréaliste,commele montrentlesFigures7.1et 7.14.

5 Validation et résultats

Nousexpliquonsdanscettesectioncommentles différentsparamètresdesSuper-Hélices- ser-
vantdecheveuxguidepourle mouvementdela chevelure- sontajustés,etvalidonsle modèleàl'aide
d'expériencessimplesmenéessurdevraiesmèchesdecheveux.Nousprésentonsensuitedesrésul-
tatsportantsurla simulationdechevelurescomplètes,qui illustrentla pertinencedumodèleproposé.
Notamment,grâceau modèlede Super-Hélice dynamique,noussommespour la premièrefois ca-
pablesdesimulerla dynamiquedecheveuxbouclés.Lesvidéosmontrantl'ensembledesanimations
produitessontdisponiblesà l'adressehttp ://www-evasion.imag.fr/Publications/2006/BACQLL06/.
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5.1 Choix des paramètres du modèle

Dansnotremodèledechevelure,chaqueSuper-Hélicereprésenteuncheveuuniqueappartenantà
unemècheélémentaire, qui parhypothèsesedéformedemanièrecontinue: le mouvementdetousles
cheveuxappartenantà la mècheélémentaireva pouvoir ainsiêtreguidépar le mouvementd'un seul
desescheveux.Pourreproduirele mouvementd'un groupedecheveuxréels(il pourras'agir d'une
mècheélémentairedecheveux,guidéeparuneseuleSuper-Hélice,oubiend'un ensembledemèches
élémentaires,parexempleunechevelurecomplète,guidéeparun ensembledeSuper-Hélices),nous
�xons toutd'abordlesparamètresinternesdechaqueSuper-Héliceàpartirdespropriétésstructurelles
et physiquesmoyennesdescheveux individuels composantla mècheélémentairecorrespondante.
Ensuite,nousajustonsles paramètresde frottementdu modèleen observant l'amortissementsubi
par la mècheélémentaireaucoursdesonmouvement.Finalement,dansle casoù nousanimonsun
ensembledemèchesélémentaires,nousréglonslesforcesd'interactionentreSuper-Hélicespourtenir
comptedescontactsentrelesmèchesaucoursdumouvement.Nousexpliquonsici commenttousces
paramètrespeuventêtrechoisisdemanièrecohérente,à l'aide d'expériencessimplesmenéessurdes
mèchesélémentairesréelles.

Masse et élasticité

La massevolumiquer de la Super-Hélice est priseégaleà la valeurde 1 � 3 g � cm�

3, typique
pour le cheveu.Le rayonmoyenr et l'excentricitée de la sectionde la Super-Hélicesontmesurées
à partir d'observationsmicroscopiquesdescheveux réels(voir Figure7.8, à gauche),tandisquele
moduled'Younget le coef�cient dePoissonsonttirésdetablesexistantes,qui rapportentlesmesures
de cesparamètresen fonction du groupeethniqued'appartenancedescheveux [Rob02,FHB � 03].
Cesparamètresserventàcalculerlesrigiditésencourbures( � EI � i I 1� 2) etentorsion(µJ) dela Super-
Hélice,parlesformulesclassiquesquenousavonsdonnéesauChapitre5.

FI G. 7.8: À gauche: mesure du rayonmoyenr et estimationde l'excentricitée du modèledeSuper-Héliceà
partir despropriétésgéométriquesdesvraies�br esdecheveux,observéesau vidéomicroscopepar un spécia-
liste (grossissement� 100). À droite : mesure du rayonrh et du pasDh de la formeen héliceapproximantla
pointedela mècheréelledecheveux.Cesvaleurs sontutiliséespour estimerla frisure naturelledu modèlede
Super-Hélicereprésentantla mèche.

Frisure naturelle

Lestorsionetcourburesnaturelles� k0
i � i I 0 � 1 � 2 sont�xées parlesformulessuivantes,qui inversent

(en faisantune légèreapproximation)les expressionsdu rayonet du pasd'une hélicedonnéesen
Annexe D :

k0
1 �

1Q rh k0
2 �

0 t 0
�

Dh

2pr2
h
,
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où rh est le rayonet Dh le pasde la forme en hélicedu bout libre de la mècheélémentaireréelle
(voir Figure7.8,à droite).En effet, lesconditionsaubord libre de la tige deKirchhoff, donnéesau
Chapitre5 dansl'équation(5.17),impliquentquelesvraiestorsionet courbures � k i � i I 0 � 1 � 2 sont,au
point s

�

L, égalesà leursvaleursspontanéesrespectives � k0
i � i I 0 � 1 � 2.

En pratique,nousmodulonscesvaleurspar de faiblesvariationsle long de la tige, de manière
à générerdesrésultatsmoins régulierset plus réalistes.Nousavons remarquéquedansla réalité,
la plupartdestypesdecheveux présententunetorsionnaturellet 0 quasimentnulle, exceptéle type
africain(voir Tableau7.1).

Asiatique Caucasien1 Caucasien2 Africain
(lisse) (ondulé) (bouclé) (crépu)

Rayon (µm) 50 35 50 50
Excentricité 0 0,42 0,42 0,55
Rayon de l'hélice (cm) 0 1 0,6 0,1
Pasde l'hélice (cm) 0 0,5 0,5 1
Module d'Young(GPa) 1 2 1,5 0,5
Coef�cient de Poisson 0,48 0,48 0,48 0,48

TAB. 7.1:Propriétésstructurellesetphysiquesdecheveuxréels,mesuréessurquatretypesdecheveuxappar-
tenantà différentsgroupesethniques.

Frottement interne gi �

µ �

1

� i

Ceparamètremesurela quantitédedéformationinternede la Super-Héliceaucoursdu mouve-
ment.Il modéliseentreautresles interactionsde naturedissipative qui seproduisententrecheveux
auseindu groupeguidépar la Super-Hélice.Nousavonsconstatéqu'enpratique,ceparamètrepeut
seréglerassezfacilementen comparant,entreunemècheréelleet la mèchesimuléesoumisesaux
mêmesoscillationsforcéesverticales,l'amplitudedesdéformationsinternesaffectantla formegéné-
raledela mèche(voir Figure7.9).

Pourrestercohérentaveclesvaleursindiquéesdansnotrepublicationà SIGGRAPH[BAC � 06],
nousdonneronslesvaleurschoisiesnonpaspourµ, maispour le produitgi �

µ �

1

� i � i
�

0 � 1 � 2. En
pratique,lescoef�cients � EI � i de la matrice

1

sontrelativementproches,doncon donneraunique-
mentla valeurmoyennegchoisiepourlesdifférentsgi . Typiquement,nousavonsobtenudesrésultats
satisfaisantsenchoisissantgdansla plagedevaleurs< 5 � 10�

10
� 5 � 10�

11
> kg � m3

� s�

1, unevaleurfaible
correspondantà unemèche“nerveuse”,et une forte valeurcorrespondantà unemèchequi se dé-
forme beaucoupmoinslors d'un mouvementsimilaire (sansdouteà causedescontraintesinternes
qui peuventparexemples'exercerdansunemècheemmêlée).

Frottement de l'air n

Une fois que le paramètreg a étéchoisi, le coef�cient de frottemententrel'air et les cheveux
peutêtreajustéen comparantle tempsd'amortissemententrela mècheréelleet la mèchesimulée,
parexemplesurunmouvementdebalancierimposéàla racine(onchoisitunmouvementpourlequel
la mècheneserapasamenéeà trop sedéformeren interne,demanièreà décorrélerle pluspossible
l'in�uence den et deg sur l'ef fet dissipatifde la mèche).Lors decesexpériences,nousavonsnoté
quele paramètredefrottementdel'air, n, estfortementreliéà la disciplinedela mèche(cettenotion,
qui quanti�e le degré d'alignementlocal descheveux à l'intérieur de la mèche,a étéintroduiteau
Chapitre1). Commeillustré sur la vidéo, les cheveluresemmêléesou crépuescontiennenten effet
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FI G. 7.9: Ajustementdegsurunmouvementoscillatoireverticald'unemècheboucléeetdisciplinée. À gauche,
comparaisonentre l'expérienceréelle (enhaut)et virtuelle (enbas).À droite, on compare la longueurappa-
rente À A dela mècheentre lesdonnéesréelleset lesdonnéessimulées,pour différentesvaleurs deg. Dansce
casprécis,desrésultatsqualitativementsimilairessontobtenusenchoisissantg u 1 Á 10Â

10 kg Ã m3
Ã sÂ

1.

beaucoupplus d'air queles chevelurescomportantdesmèchesrégulières,et doncsontsoumisesà
unedissipationvisqueusebeaucoupplusimportanteaucoursdu mouvement(la surfacedescheveux
soumiseau frottementde l'air estplus importantedansce typedechevelures“aérées”quedansles
chevelures“serrées”).Enpratique,nousavonschoisi,pourle coef�cient n defrottementavecl'air, des
valeurscomprisesentre5 � 10�

6 kg �Ä� m � s�
�

1 (cheveux disciplinés)et 5 � 10�

5 kg �+� m � s�
�

1 (cheveux
emmêlés).

Contact entre les cheveux et un objet extérieur

Commenousl'avons vu auparavant, les contactsentrenotre modèlede cheveux et les objets
extérieurs(telsquele corpsdu personnage)sontsimuléspardesforcesdepénalitéqui incluentune
composantenormaleélastiquecombinéeà une composantetangentiellemodélisantun frottement
visqueux.Poursimulerdescontactsréalistesentrelescheveuxetdesobjetsextérieurs,onutiliseune
réponseanisotrope,qui tient comptedesécaillesrecouvrantles�bres individuelles.

FI G. 7.10: Angleq forméentre l'orientation h de la �br e et sa vitesserelativevrel par rapport à un objet
extérieurencontact.

Le paramètrede frottementvisqueuxb0 entreles cheveux pour un matériaudonnéestdirecte-
mentrégléà partir desobservationsréellesd'une mècheglissantsur le matériauenquestion(peau,
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vêtement,etc.),etmoduléensuiteparunefonctionsinusoïdalepourtenir comptedel'orientationdes
�bres capillairesparrapportà leurvitessedeglissementsurl'objet extérieur: b

�

b0 � 1
�

sin� q Q 2��� ,
où l'angle q estdé�ni sur la Figure7.10.La Figure7.11 et la vidéo montrentdesexemples,réels
et simulés,decontactsentreunemèchedecheveux(lisse,puisbouclée)et deuxmatériauxdistincts
(boiset tissuencoton)présentantunerugositédifférente.

FI G. 7.11: Validationdu modèledefrottement,sur un mouvementdeglissementd'unemèchelisse(à gauche)
et bouclée(à droite).Le coef�cient defrottementa étéréglédemanière à correspondreaumieuxau matériau
sur lequels'effectuele glissement(boislisseà gauche, tissuencotonà droite).

5.2 Comparaisons visuelles

Mèche de cheveux

Nousavonsreproduitvirtuellementuneséried'expériencesréellesmenéessur desmèchesélé-
mentairesdecheveux lisseset bouclées.Cescomparaisonsentreréelet virtuel montrentquele mo-
dèledynamiquede Super-Hélice capturede manière�dèle les principauxcomportementstypiques
descheveux en mouvement.Nousavonsutilisé la techniquedécriteprécédemmentpour ajusterles
paramètresdela Super-Hélice,à partir descaractéristiquesphysiquesdela mècheréellemanipulée.
Commeillustré sur la Figure7.12,à gauche,et sur la vidéo,notremodèlede Super-Hélice modé-

FI G. 7.12: À gauche: miseenévidencedu�ambaged'unemèchesurunmouvementoscillatoirevertical forcé,
imposéà la racine. À droite : validation du modèleprocédural de mèche et du modèled'interaction entre
groupesdecheveuxaucoursd'un mouvementrapide.

lise correctementle comportementnon-linéairedescheveux (phénomènede �ambage, instabilités
en�e xion/torsion),ainsiquela “nervosité” caractéristiquedesmèchesboucléeset biendisciplinées,
lorsquecelles-cisontsoumisesà desmouvementsoscillatoiresimportants.Toutescesexpériences
nousontégalementpermisdenousassurerdela bonnestabilitédumodèle,y comprispourdesmou-
vementsrapides.
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Chevelure complète

Nousavonsvalidénotremodèled'interactionsentrecheveuxprésentéenSection4,encomparant
trèsprécisémentle mouvementd'une grossemècheréelleavec le mouvementd'unemèchesimulée
à l'aide detrois cheveuxguideeninteractionlesunsaveclesautres.Notresimulateurestcapablede
reproduire�dèlement le mouvementet la cohésionentrecheveuxvoisins(voir Figure7.12,à droite,
et la vidéo).Finalement,la Figure7.13montrequenotremodèlecapturedemanièreconvaincanteles
effetscomplexesseproduisantauseind'unechevelurecomplètesoumiseàunmouvementderotation
rapidedela tête.Danscetteexemple,200cheveuxguideontétésimulés.

FI G. 7.13: Comparaisonentre unechevelure complèteréelle et notre modèle, sur un mouvementrapidede
rotationdela têteautourdel'axe vertical.

5.3 Résultats �naux et perf ormances

LesFigures7.1,7.14,et la dernièrepartiedela vidéomontrentplusieursexemplesdechevelures
animéesàpartirdemouvementsprécalculésd'un corpsdepersonnage.Nousavonssurcesexemples
simulédescheveux dedifférenteslongueurs(longs,mi-longs,courts)et caractériséspardifférentes
frisures(cheveux lisses,onduléset bouclés).Cescheveluresont étéaniméesen simulantunecen-
tainedecheveuxguide.Lesparamètresphysiqueschoisispourcessimulationssontindiquésdansle
Tableau7.1.

Pour tous les typesde cheveux quenousavons pu simuleren utilisant ce modèle,nousavons
jugéinutile d'utiliser plusdeN

�

10élémentshélicoïdauxparcheveuguide,mêmepourdescheveux
bouclésettrèslongs( Å 80cm). Eneffet, si l'on augmenteN au-delàd'un certainseuil,l'amélioration
dela qualitévisuelledela simulationdevient imperceptible.

Nousavonsimplémentécemodèlesurun processeurPentiumclassiquede3 GHz.Nousparve-
nonsàsimulerjusqu'à10cheveuxguideentemps-réel,tandisqu'unechevelurecomplète,composée
d'unecentainedecheveuxguide,peutêtreaniméerelativementrapidement,à raisonde0 � 3 s.à 3 s.
par image.Les performancesde notreméthode- mêmesi celane correspondaitpasà un objectif
dedépart- sontdoncaussibonnesquecellesobtenuespard'autresapprochesrécentesd'animation
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de cheveux, tellesque[CCK05]. Ceci estdû tout d'abordà la bonnestabilitédu modèlede Super-
Hélice,qui nouspermetd'utiliser pourla plupartdesmouvementsdelargespasdetempsÅ 1Q 30 s.,
et ensuiteà l'ordre élevé dereprésentationfourni parleshélices,permettantdesimulerun nombreN
limité d'élémentstout enoffrant unebonneprécision.En�n, notonsquel'algorithmeef�cace utilisé
pourla détectiondecollisions'estavérépeupénalisantentermedetempsdecalcul.

FI G. 7.14: Résultats�naux, obtenuspourdescheveuxlongset courts,lissesetbouclées,animéspar différents
mouvements.

5.4 Limitations

Notre modèledynamiquede cheveux présenteencoreun certainnombrede limitations. Nous
avonsmontréquele modèlemécaniquedeSuper-Hélices'avèretrèssatisfaisantpuisqu'il modélise
de manièreprécisela dynamiquede cheveux aussibien lissesquebouclés,tout en préservant une
bonnestabilité,quel quesoit le nombreN d'élémentshélicoïdauxchoisispour les cheveux guide.
Cependant,la matrice� utiliséepourlescalculsdynamiquesestunematricecarréepleine,et donc,
le tempsdecalculaugmentedemanièrequadratiqueparrapportaunombreN d'élémentssimulés.En
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réalité,ceproblèmeestmineurpuisquecommenousl'avonsvu plushaut,N n'a pasbesoind'êtretrès
grandpourpermettreunesimulationprécise.Deplus,la complexité dela simulationrestelinéairepar
rapportaunombredecheveuxsimulés.

En outre,les contraintessontpour l'instant traitéespar desforcesde pénalité,ce qui n'est pas
trèssatisfaisant.Lesméthodesanalytiquesseraientplusappropriées,carellespermettraient,outrele
fait de stabiliserles interactions,de modéliserdu frottementsolideentrelescheveux et le corpsdu
personnage.C'est l'une desextensionsdumodèlesenvisagéespourla suite.

Bien que nousayonspu avancerdansla compréhensiondu comportementcollectif d'une as-
sembléede cheveux,nousne disposionspasde donnéesréellessuf�santespour mettreau point un
modèled'interactionpuissant.Eneffet, le calculdescheveuxnon-simulésparl'interpolationdesche-
veuxguidepeutconduireàunepertededétailsgéométriquesauseindela chevelure; deplus,lorsque
desobjets�ns entrentencollisionavecla chevelure,la granularitérelativementgrossièredela cheve-
lure peutdevenir assezvisible et gênante.Le fait depouvoir quanti�er la tendancedescheveuxà se
grouperentreeuxenfonctiondeleur type,deleuremmêlement,oudescollisionsavecdesobjetsex-
térieursseraitunevoie intéressanteà explorer. Danscetteoptique,lesrelationsentrelesinteractions
cheveux/cheveuxet la frisure/disciplinepourraientêtreétudiéesplusprécisément.

6 Bilan

Cechapitreaprésentéunmodèledéformablepermettantdesimulerladynamiquedecheveuxpour
un grandnombrede typesdecheveux différents.En particulier, la simulationdescheveux bouclés,
un problèmenotoirementdif�cile, a pu être traitéepour la premièrefois grâceà ce modèle.Les
Super-HélicessontissuesdumodèledetigedeKirchhoff, présentéauChapitre5, auquelonapplique
la dynamiqueLagrangienne.Cemodèlefournit un nombrelibrementajustablededegrésde liberté,
et tient comptedescaractéristiquesimportantesdescheveux telles que leurs courbureset torsion
naturelles,ainsi quela forme elliptique de leur sectiontransversale.A�n de mettreen évidencela
puissanceofferte par les Super-Hélicesdynamiquespour représenterdescheveux en mouvement,
nousavonsprésentéunevalidationrigoureusedecemodèle,qui s'appuiesuruneséried'expériences
comparativesmenéessurdescheveux réelset simulés.Nousavonségalementremarquéquele coût
de calcul engendrépar la simulationdesSuper-Hélicesesttrèsraisonnable: ceci estdû à la bonne
stabilitédela méthode,à l'ordre élevé d'interpolationfourni parleshélices,ainsiqu'à l'ef �cacité de
l'algorithmeemployé pourla détectiondecollisions.

Une directionde rechercheintéressantepour la suiteseraitd'adapternotremodèlede cheveux
à la simulationtemps-réel,dansle but, parexemple,d'effectuerdesopérationsinteractivesdecoif-
fure virtuelle enmanipulantdescheveuxdynamiques; uneautrepisteconsisteraità exploiter un tel
modèlepour l'animation temps-réelde personnagesdansle contexte du jeu vidéo.L'idée seraitde
concevoir uneversionadaptativedu modèledeSuper-Hélice,danslaquellele nombredemorceaux
hélicoïdaux- correspondantà la résolutionde la tige - pourraitvarierenfonctionde la déformation
courantedela tige,ainsiquedela puissancedecalculdisponible.Nouspourrionsalorsnousinspirer
de l'approchesuivie récemmentpar Redon[RGL05] pour simulerde manièreadaptative descorps
rigidesarticulés.



Conclusion

E MÉMOIRE présentelestravauxquenousavonsmenéspouranalyseret apporter
dessolutionsaudif�cile problèmedela simulationdecheveluresvirtuelles.Grâce
auxdifférentescollaborationsauxquellesnousavonseula chancedeparticiperau
coursdecettethèse,nousavonspu étudieret attaquercesujetsousdiversangles.
Nous récapitulonsici l'ensembledescontributions apportéespar cettethèse,et

envisageonsun certainnombrede perspectives futures,avant de conclureparuneré�exion d'ordre
plusgénéralsurla simulationdephénomènesnaturelsparmodèlesphysiques.

Résumé des contrib utions

Dansun premiertemps,nousnoussommesintéressésà la conceptiondenouveauxalgorithmes
pouroptimiserlessimulationsdecheveluresexistantes.Nousavonstoutd'abordintroduitl'animation
adaptativedechevelures,dontle principeestl'adaptationautomatiquedunombrededegrésdeliberté
dela chevelureenfonctiondesonmouvement.Cetteméthodepermetderéduirenotablementle coût
desimulationd'une chevelurecomplète,enconcentrantlescalculsuniquementlà où ils sontnéces-
saires.Elle rendégalementcomptedecertainseffetsdegroupementetdeséparationdynamiquesdes
cheveuxenmèches,enfonctiondela complexité localedumouvement.Unedeuxièmeétude,menée
cettefois-ci sur le rendud'une chevelureen mouvement,nousa conduità considérerla chevelure
commeun milieu volumique,représentépardesstructuresdedonnéesadaptéesà la miseà jour ra-
pidedesadensitélocale,etaucalculef�cace desoninteractionavecunelumièredirectionnelle.Cette
recherchenousa �nalementpermisdemontrer, pourla premièrefois, qu'il étaitpossibled'envisager
desscènesinteractivesdebonnequalitécomportantdesanimationsdelongscheveux.

Dansun secondtemps,nousavonsparticipéà unecollaborationpluridisciplinaireet trèsenri-
chissantesur la simulationréalistede cheveux,avec commepartenairesdeschercheursde L'Oréal,
ainsi queBasileAudoly, chercheuren modélisationmécanique.Cettecollaborationnousa permis
demettreaupoint un simulateurphysiqueprécisdecheveluresstatiqueset dynamiques,contrôlable
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grâceàunjeuréduitdeparamètresintuitifs pourl'utilisateur. Cesimulateurestactuellementencours
detransfertindustrielversleslaboratoiresdeL'Oréal,qui souhaiteraientà termel'étendreet l'utiliser
dansle cadred'applicationscosmétologiques.

Perspectives

Vers l'animation temps-réel de personna ges vir tuels

Les travaux que nousavons développéspour la simulationinteractive de cheveluresont com-
mencéàêtreintégrésdèsla �n 2004auseindela plate-formeGrImagederéalitévirtuelledel'INRIA
(grille decalcul),grâcenotammentauxtravauxdeJérémieAllard et deClémentMénier, enthèseau
LaboratoireID (spécialiséenparallélisme).L'intégrationdecheveuxdynamiquesà la plate-formea
permisainsi de couplerla captureet la reconstructiongéométriquetemps-réelde personnesréelles
mobilesdansla zonedecapture(travauxprécédemmentmenésparJean-SébastienFrancodel'équipe
MOVI du LaboratoireGRAVIR) à la synthèsede cheveux animés: la chevelure,attachéeau clone
virtuel, subitsonmouvementetdoncceluidela personneréelle2 (voir Figure7.15).

FI G. 7.15: À gaucheet au milieu,démonstration de la plate-formeGrImage (coupléeà la simulationdeche-
veuxvirtuels)au grandpublic lors dela Fêtedela Science2004.Lesdeuxpersonnesréelles(à gauche)sont
capturéesen 3D par quatre caméras; leurs clonesvirtuels,projetéssur l'écran (au milieu), et sur l'un des-
quelson a apposéunechevelure virtuelle dynamique, reproduisenten temps-réelles mouvementsdesvraies
personnes: la chevelure virtuelle suit en temps-réelle mouvementcapturépour la tête. À droite, simulation
temps-réeld'une chevelure auto-ombréegrâce à une version paralléliséeet optimiséede notre algorithme
présentéauChapitre4.

À l'heure actuelle,ClémentMénierpoursuitles travaux d'optimisationet de parallélisationdes
algorithmesquej'ai mis aupoint dansla secondepartiedemathèse(enparticulier, lesalgorithmes
derendu),a�n deparvenirà la simulationdynamiquetemps-réeldecheveluresvisuellementréalistes
sur la grille decalcul.L'intégrationd'un tel simulateurdecheveuxdansla plate-formeGrImagede-
vrait ainsi permettred'accroîtrele réalismeet d'enrichir la diversitédespersonnagesvirtuels déjà
animésdanscetteplate-forme.Coupléeà unereprésentation3D �dèle dela personne,cetteapplica-
tion pourraitalorsrejoindre,dansunavenirproche,l'objectif demiroir virtuel quenousévoquionsen
introduction,etqui pourraitnotammentservirà l'essayagedecoiffuresdynamiquesvirtuelles.

2AvecplusieursdoctorantsdeslaboratoiresGRAVIR et ID, nousavonsorganisé�n 2004,dansle cadredenotreprojet
demonitorat,desdémonstrationsdecetteplate-formeaugrandpublic à l'occasiondela Fêtedela Science.Notrerapport
demonitorat,qui explique l'organisationdecesdémonstrationset illustre le succèsrencontréauprèsdu grandpublic, est
disponibleà l'url : http ://www-evasion.imag.fr/Membres/Florence.Bertails/rapportProjetMonitorat.pdf .
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Extensions et améliorations du modèle de Super -Hélice dynamique

Le modèlemécaniquede Super-Hélice, conçupar Basile Audoly, est très novateuret j'ai pu
montrerdansmathèseenquoicemodèleétaitparfaitementadaptéàla simulationréalistedecheveux.
Il resteencorebeaucoupà exploiterdu modèledeSuper-Hélicepourl'animation.Parexemple,nous
avonsétudiéauChapitre6 l'évolutiondela formestatiquedescheveuxselonleur longueur, ouencore
selonleur groupeethniqued'origine; il seraittrès intéressantd'étudier le mouvementde cheveux
seloncesmêmesfacteurs.Nouspourrionségalementimaginerd'étendrecemodèleà la dynamique
devégétaux,ou à toutautreobjetcomposédetiges�e xibles.

Nousavonsvu auChapitre7 quela résolutionnumériquedumodèledeSuper-Hélicedynamique
faisaitappelà l'in versiond'une matricemal conditionnée(lorsquele pasde tempschoisi diminue,
cettematricetendversla matriced'inertie � qui estnon-inversible).Ceproblèmeestlié aufait que
le paramètrede torsionn'est pasvéritablementindépendantdesparamètresdecourburesde la tige,
enraisonde la sectiontrès�ne du cheveu.Pouraméliorerla stabilitéde l'algorithme,enparticulier
lorsquele modèleestsollicité pardesmouvementsimportants,il seraitalorsnécessairedesortir de
la matriced'inertie � la conditionliant la torsionaux courbures,a�n de seramenerà unematrice
inversiblequelquesoit le pasdetempschoisi.

Le coût de résolutionde la méthode,quadratiqueen nombred'élémentshélicoïdaux,constitue
uneautrelimitation. Il seraitintéressantd'étudierla possibilitéd'un algorithmederésolutionencoût
linéaire,mêmesi celaparaît,deprimeabord,dif�cile voire impossibleàmettreenœuvre.

En�n, commenousl'avonsmentionnéenconclusiondu Chapitre7, noussouhaiterionsproposer
un algorithmede simulationmultirésolutionpour la Super-Hélice, permettantd'adapterautomati-
quementle nombreet la longueurdesélémentshélicoïdauxconstituantla tige à la complexité du
mouvement,ou à la positionde la caméra,etc. Celanouspermettraitalorsd'envisagerce modèle
pourdesapplicationsinteractives.

Le problème des interactions

Nousavonsproposédanscettethèsequelquesméthodesprenantencomptelesinteractionsentre
cheveux.Cesalgorithmesnousontpermisdeproduiredesanimationsdechevelurescomplètesvisuel-
lementplausibles.Il restecependantbeaucoupà fairepourparvenir à traiterles interactionscheveu-
cheveudemanièreréaliste.

D'une part, la gestiondescontactsentrecheveuxou entremèchesposedevéritablesproblèmes
d'un point de vue simulationnumérique.Nousavons mis au point plusieursalgorithmesef�caces
de détectiondescollisionsentremèches,baséssoit sur unegrille de l'espace,soit sur le suivi de
pairesdepointslesplusproches.Nousaimerionsévaluerprécisémentl'ef �cacité decesalgorithmes,
et égalementpoursuivre le développementdela méthodededétectioncontinueentrecheveuxguide,
déjàamorcéeauChapitre7. Quantautraitementdescollisions,nousavonspour l'instant résolules
contraintesentrecheveuxpardesméthodesdepénalité,maiscesméthodes,commenousl'avonsvu
au Chapitre2, ne sont pastrès satisfaisantescar les forcesintroduitespour empêcherla collision
sontdif�ciles à ajuster, et peuventêtrela sourced'importantesinstabilités.Noussouhaiterions,dans
le casde la simulationpar Super-Hélices,explorer les méthodesà basede contraintesanalytiques
pour améliorerle traitementdescollisions.La réponseau contactestégalementdif�cile à simuler.
En effet, la naturedu frottemententrecheveux réelsestassezpeuconnueactuellement.De plus,si
l'on supposequela loi deCoulombconstitueun premiermodèleacceptablepourle frottemententre
cheveux,il n'en restepasmoinsquecetteloi (enparticulier, le casdu frottementsec)peutposerdes
problèmeslorsdela simulationnumérique.

D'autrepart,danslesmodèlesdechevelureexistants- y comprisnosmodèles- beaucoupd'hy-
pothèsessontémisesquantaugroupementdescheveuxenmèches.Le nombreet la taille desmèches
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animéessontengénéral�xés audépart,demanièreplusou moinsarbitraire,et nerendentdoncpas
comptedespropriétésphysiquesintrinsèquesdela chevelure.La méthodeadaptative quenousavons
miseaupoint auChapitre3 permetcertesdefairevarier le nombredemèchessimuléesaucoursde
l'animation,maislesprincipesdeséparationet de fusiondesmèchessebasentuniquementsurdes
critèresd'accélération,et nonsur la nature desinteractionsseproduisantentrecheveuxaucoursdu
mouvement.Nousavonscommencé,au Chapitre7, à identi�er certainsfacteurs(degré de frisure,
disciplineou emmêlementintrinsèque)responsablesdela formationdemèchesaucoursdu mouve-
ment,et doncdirectementliés à la granularitéapparentedela chevelure.Nousaimerions,à l'avenir,
aller beaucoupplus loin dansla modélisationphysiquedu groupementenmèches,enétantcapable,
à partir d'une modélisation�ne desinteractionsentrecheveux, de faire émerger naturellementles
comportementscollectifsauseindela chevelure.La solutionàceproblèmenepassebiensûrpaspar
la simulationindividuelledechaque�bre, encontactavecsesvoisines,maisplutôtparla conception
d'un modèleà plusgrandeéchelle,permettantdeprédirelesdéformationsdescheveuxnon-simulés
à partir du mouvementdescheveuxguide,et, réciproquement,derépercutercesdéformationssur la
dynamiquemêmedescheveuxguide.

Ré�e xion et bilan

Réalisme visuel et réalisme physique

Cettethèsenousa permisd'envisagerla problématiquede simulationde cheveux sousdivers
angles.Elle anotammentétél'opportunitépournousdeconstaterl'attentionportéeà la modélisation
decheveux,d'un côtéparl'industriedu loisir etducinémad'animation,del'autreparl'industriecos-
métique.Il estclair quelesbesoinsetlescontraintesdel'industrieduloisir sonttrèsdifférentsdeceux
del'industrie cosmétique.Dansl'industrie du loisir, puisquela production�nale estl'image ou l'ani-
mationvisuelle,cequi compteprincipalementestl'illusion du réel. Éventuellement,descontraintes
detemps-réel,detaille mémoire,oudefacilitédecontrôleparunartiste,peuvents'ajouteràcetobjec-
tif. L'industriecosmétiqueaccordeparcontrebeaucoupplusd'importanceà la pertinencephysique
d'un modèle,etprivilégienotammentl'aspectprédictif d'un modèle.Danscecontexte, toutdoit être
mis enœuvrepourdévelopperla méthodela plusphysiquepossible,l'image bruteayant�nalement
assezpeud'importance: cequi compteestle comportement�able et réalistedumodèle,auxéchelles
souhaitées.Il n'y a pasdecontraintesdetempsd'exécution,maisbienévidemment,lessimulations
rapidessontlesbienvenuescarellesfacilitentlestests.

Cesdeuxtypesdebesoinsontdeuxaspectsessentielsdudomainedela simulationdephénomènes
naturels.Ils nesontpasforcémentincompatibles,mêmesi lesapprochesutiliséesaudépartsontassez
opposéesdanschacundescas.L'approcherigoureuseparmodèlesphysiquespeuttrèsbienaiderà la
conceptiondemodèlespour l'animationef�cace ou contrôléedescènesnaturelles- parexemple,le
modèlephysiquedeSuper-Héliceestsuf�sammentrapideet contrôlablepourenvisagerdel'utiliser
pour le cinémad'animation- quitte à simpli�er le modèleen le dégradantou en l'adaptantpour
lesbesoinsspéci�ques.Réciproquement,lesalgorithmesprocédurauxdéveloppésspéci�quementen
synthèsed'imagepeuvent servir à allégerun modèlephysiquetrop compliquéet inexploitable(par
exemplepourla gestiondecollision, il n'estpasnécessairementrecommandéd'utiliser uneméthode
purementphysique,maisplutôtdestechniquessimplementinspiréesdelaphysique),oupourgérerles
échellesauxquellesonnes'intéressepasdirectement,réduirela complexité d'un système(simulation
adaptative), etc.
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L'appor t de la mécanique pour la sim ulation d'objets déformab les

Grâceà la collaborationmenéependanttroisansautourdela modélisationphysiquementréaliste
dechevelures,j'ai pu acquérirun certainnombredeconnaissancesenmodélisationmécanique.J'ai
notammentapprisqu'il existait - contrairementà ce quel'on peutparfoispenseren graphique- un
certainnombrede méthodes,issuesde la mécanique,permettantde faire de la simulationphysique
demanière“intelligente”, sanspassernécessairementpardesméthodesdesimulationtrèscoûteuses
du type éléments�nis. La miseen œuvrede tellesapprochespermetd'atteindreun certainnombre
d'objectifsviséseninformatiquegraphique(modèlesrobustes,stables,ef�caces,contrôlésparun jeu
réduitdeparamètresintuitifs, etc.),maisellesnécessitentdetrèsbonnesconnaissancesenphysique.

Dèslors,onpourraitseposerla questiontroublantedela placeréellementoccupéeparl'informa-
tiquegraphiquedansle domainedela simulationréalistedephénomènesnaturels,faceà la modélisa-
tion mécanique.Jepenseenréalitéquelesdeuxdisciplinesserejoignenteffectivementsuruncertain
nombredepoints(bienévidemmentpastous,puisquela productiond'imagesdemeurela préoccupa-
tion principaledel'informatiquegraphique,tandisquela mécaniques'intéressedavantageà la mise
enéquationsdephénomènesplutôt qu'à leur implémentation).Il mesemblealorsessentiel,lorsque
l'on appartientà la communautégraphiqueet quel'on souhaitesimulerun phénomènenaturel,dese
tournersansa priori verslesmodèleset techniquesdéveloppésenmécanique,neserait-cequepour
avoir uneconnaissanceélargie de l'état de l'art, et, parexemple,dégagerde cetteétudeun modèle
de référence,validé,auquelon pourracomparersonpropremodèlepar la suite.Le rôle trèsspéci-
�que du chercheuren informatiquegraphiqueva alorsconsisterà adapterce modèle,l'étendre,ou
tout simplements'en inspirer, pourconcevoir un modèlecohérentaveclesobjectifs�xés (contrainte
detempsréel,nécessitéd'un contrôleparun animateur, intégrationdansuneplate-formegraphique
existante,etc.).Parailleurs,depuisleséquationsmécaniquesjusqu'àla simulationnumériquerobuste
etef�cace dumodèlecorrespondant,il existe,commenousavonspu le constaterdansla dernièrepar-
tie decettethèse,un vasteespacedanslequella recherche,qu'elle proviennedu graphiqueou de la
mécanique,a encoretout le loisir des'exercer.
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ANNEXE A

Courbes gauches et trièdre de Frenet

Le trièdrede Frenet,noté � t � s�-� n � s�-� b � s��� sertà repérerunecourbegaucheGGG� s� , grâceà des
critèresgéométriques(voir FigureA.1). Il estdé�ni ainsi:

– t � s� estle vecteurtangentà la courbeaupoint d'abscisses, orientédansle sensdesabscisses
curvilignescroissantes: t � s�

�

¶G
¶s .

– n � s� estle vecteurnormalà t � s� , appartenantauplanP osculateuràGGGaupointd'abscisses, et
orientéversla concavité dela courbe(normaleprincipale),i.e. selon ¶2GGG

¶s2 .
– b � s� estle vecteurbinormal,résultantdu produitvectorieldet � s� parn � s� .

NB : n etb sontcontenusdansle plannormalà la courbeenGGG� s� .

FI G. A.1: Basede Frenet ‰ t ‰ sŠ�v n ‰ sŠ�v b ‰ sŠÆŠ et plan osculateurde la courbeGGG‰ sŠ au point d'abscisses. La
courbure localekg ‰ sŠ estdé�nie commel'in versedu rayonducercleosculateurens.
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Touslesvecteursdela basesontnormaliséset ona lesrelationssuivantes:

¶t
¶s �

kgn

¶n
¶s � �

kgt
�

t gb

¶b
¶s � �

t gn

où kg estla courburegéométriqueet t g la torsiongéométriquedeGGGaupointd'abscisses.



ANNEXE B

Elastica d'Euler

Nousnousproposonsdetraiterici le cassimpli�é d'unetigeélastiquestatiqueàdeuxdimensions,
dont l'extrémitéens

�

0 estencastréedansun support�x e (l'encastrementétantcaractériséparun
angleq � 0�

�

q0 constant),et l'extrémitéens
�

L estlibre (voir FigureB.1). Noussupposeronsque
la tige estsoumiseuniquementà la gravité. Ceproblèmea étéinitialementétudiéparEuler, comme
mentionnédans[Ant95,AP07],etporteainsile nomd'elasticad'Euler.

FI G. B.1: Elasticad'Euler.

Nousnousplaçonsici sousleshypothèsesdeKirchhoff dé�nies auChapitre5 (tige inextensible,
sanscisaillement,de loi constitutive linéaire).Écrivons les équationsd'équilibre d'un tel système,
paramétrépar l'angle q � s� (ou, cequi revient au même,paruneseulecourbure k � s�

�

dq
ds � s� ). Pour

cela,Il suf�t deprendrelesdérivéestemporellesnullesdansleséquations(5.11)et (5.12).L'équilibre
desforcesetdesmomentss'écrit alorssimplement:

dFint

ds �
�

P et
dM int

ds
� s�

�

t � s�O	 Fint � s�

�

0. (B.1)
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Avecla conditionFint � L �

�

0 aubordlibre s
�

L, la premièreéquationpermetdecalculerla tension
interneFint directement:

Fint � s�

�

$ L

s
P � s% � ds% � (B.2)

À deuxdimensions,l'équationdesmomentsn'a decomposantenonnulle quesur l'axe z, cequi
donne:

dMz

ds
� s�

�

Fn �

0 (B.3)

oùFn �

Fint � n estla projectionnormaledela forceinterne,etMz �

M int � ez estl'unique composante
nonnulledumomentinterneà la tige,dontl'expressionestdonnéeparla loi linéaireHookéenne:

Mz �

EI ¾ k � s�

�

k0
� s�

¿

où k0
� s� estla courburenaturellede la tige. En remplaçantMz parsonexpressiondans(B.3), on en

déduitdoncl'équationd'équilibresuivante:

dk
ds

� s�

� �

Fn � s�

EI �

dk0

ds
� s� . (B.4)

Il s'agit d'une équationdifférentielledu premierordrepour la fonction inconnuek � s� , devantsatis-
faire la conditionaux limites k � L �

�

k0
� L � . La forcenormaleFn inconnueva nousêtredonnéepar

l'équation(B.2). En effet, commenousavonssupposéquela forceextérieureP était uneconstante
(poidsdela tigeparunitédelongueur),Fint peutalorss'intégrerdemanièreanalytique:

Fint � s�

�

� L
�

s� P d'où Fn � s�

�

� L
�

s� P � n.

L'équation(B.4) seréécritalors:

dk
ds �

�

y

L
�

s
EI

z P � n
�

dk0

ds
� s� ,

puis,enpassantl'équationenvariableq (aveck
�

dq
ds) :

d2q
ds2 �

y

L
�

s
EI

z Pcosq
�

dk0

ds
� s� , (B.5)

aveclesconditionsauxlimites :

q � 0�

�

q0 et
dq
ds

� L �

�

k0
� L � .

Cetteéquationpeuts'obtenir égalementpar un bilan énergétique[AP07]. L'équationdécrivant
l'équilibre d'une tige estdoncuneéquationdifférentielleordinairedu secondordre,non linéaire(à
causedu cosinus)et non autonome(à causedu � L

�

s� ), avec desconditionsaux deuxbords.Elle
n'admetpasdesolutionanalytique.De plus,selonlesdifférentesvaleursdesparamètresP, L et q0,
elle peutadmettreplusieurssolutionsvoire pasde solutiondu tout. Par exemple,lorsquela tige est
encastréeverticalement(q0 �

p
2), la solutionverticaleq � s�

�

p
2 eststablejusqu'àun certainseuilde

chargement(oudelongueurdetige),puisdevient instable,etuneautresolutionstable,aveccourbure
non nulle, apparaît(bifurcation).Ce genred'équationest trèsdif�cile à résoudrenumériquement,
et il estpréférabled'effectueruneformulationde cetteéquationcommeuneminimisationd'éner-
gie a�n d'obtenir directementlespositionsd'équilibre stablede la tige. Plusdedétailssontdonnés
dans[AP07].



ANNEXE C

Modèle Lagrangien à nombre de degrés
de liberté réduit

Le formalismeLagrangienoffre un cadrethéoriquepuissantpourla résolutiondeproblèmesdy-
namiquesportantsurdessystèmespossédantdescontraintesinternes.Dansl'approcheLagrangienne,
l'évolution d'un systèmeestparamétrée,sousformeénergétique,parsesvraisdegrésdelibertémé-
caniques,cequi permetdes'affranchirdesforcesinternesinconnuestellesquelesforcesdeliaison.
Aprèsunecourteintroductionsur la mécaniquegénéraledeLagrangeet sur le principedemoindre
action,nousmontronsquele formalismeLagrangienpermettrèsnaturellementderéduirelesdegrés
delibertéd'un systèmedonné,etnotammentdepasserd'un systèmecontinu(nombrein�ni dedegrés
de liberté) à un systèmediscret�ni (nombre�ni de degrésde liberté).Nousillustreronstoutesces
méthodessurl'exemplesimpled'unecordevibrante�xée ensesdeuxextrémités.

Pourcomprendrelesprincipesdela mécaniquedeLagrange,et dresserici unesynthèsedecette
approche,nousnoussommesappuyéssurdesouvragesdemécaniquegénéraletelsque[LL76], sur
quelquescoursdemécaniqueanalytiquedisponiblessurInternet[Rai00,Fer02],ainsiquesurle cha-
pitredela thèsed'Olivier Nocentrécapitulantlesgrandeslignesdu formalismeLagrangien[Noc01].

1 Formalisme de Lagrang e

La mécaniquedeNewtonestfondéesurlestroispostulatssuivants: 1) le principed'inertie,selon
lequel le mouvementd'un corpsestrectiligneuniformedansun référentielgaliléen,2) le principe
fondamentaldela dynamiquereliant la quantitédemouvementp du systèmeà la sommedesforces
extérieuresFext appliquées: p

�

Fext, et 3) le principede l'action et de la réaction.À l'aide de ces
trois principes,la mécaniquede Newton permetde résoudrede nombreuxproblèmesdynamiques,
sansqu'il soit nécessairededéployer un formalismetrop lourd.Cependant,lesprincipesdeNewton
peuventparfoiss'avérerdélicatsà appliquer; celaestvrai notammentdansle casdessystèmesma-
térielspossédantdescontraintesinternes,qui limitent le mouvementdu systèmeet restreignentainsi
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sesdegrésdeliberté.Prenonsparexemplele casdedeuxpendulesliésetcontraintsàsedéplacerdans
unplan(voir FigureC.1).DansuneapprocheclassiquedeNewton,il faudraitassocierdesforces(in-
connues)auxliaisonsinternesdusystème(tensiondes�ls inextensibles,forcederéactiondusupport
commun)et résoudrecesinconnuesen mêmetempsque les variablesdynamiquesqui nousinté-
ressentvéritablement.Celacompliqueraitbiensûrbeaucoupla résolution,et cedemanièreinutile :
eneffet ici onpeutclairementidenti�er quelesdeuxseulsdegrésdelibertédusystèmecontraintsont
les anglesq1 et q2, et doncquecesdeuxparamètres,qu'on appelleracoordonnéesgénéraliséesdu
système,suf�sent àdécrirecomplètementl'état mécaniquedusystème.

La mécaniquedeLagrangepermetdes'affranchirdesforcesliéesauxcontraintesinternesd'un
système,enneconsidérantquelesvraisdegrésdelibertédu système,i.e. enseplaçantdansl'espace
desmouvementsréellementpossiblespourle systèmecontraint.

FI G. C.1: Penduledoublecontraint à sedéplacerdansle plan suivantlesrotationsd'anglesq1 etq2.

1.1 Coor données généralisées

Le nombre de degrésde liberté d'un systèmemécaniqueest le nombrede grandeursindépen-
dantesnécessaireset suf�santespourdéterminerdefaçonunivoquela positiondu système.Comme
nousl'avonsvu plus haut,cesgrandeursne correspondentpasforcémentà descoordonnéescarté-
siennesdepointsdusystème,etselonle systèmeétudié,unautrechoixdecoordonnéespeuts'avérer
pluscommode.Pourunsystèmeàn degrésdeliberté,onappelleraainsicoordonnéesgénéraliséesdu
systèmetoutensemblecomposéden grandeursquelconquesq1 � t �-� q2 � t �-�4�����4� qn � t � (notéesq � t � dans
la suite)qui caractérisentcomplètementla positiondu système.Lesdérivées �q1 � t �-� �q2 � t �-�
�����4� �qn � t �

serontappeléesvitessesgénéraliséesdusystème(notées�q � t � dansla suite).
La donnéesimultanée,à un instantt, descoordonnéesgénéraliséeset desvitessesgénéralisées

d'un systèmedéterminentcomplètementl'état mécaniquedecesystème.Celasigni�e quela valeur
desaccélérations̈q � t � , etdoncl'évolutiondu systèmedansle temps,estdé�nie demanièreunivoque
parla donnéedeq � t � et �q � t � . Lesrelationsq̈ � t �

�

f � q � t �-�

�q �+� t � liant lesaccélérationsauxpositionset
auxvitessessontappeléeséquationsdu mouvementdu système.Ellesprennentla formed'équations
différentiellesdu secondordre en la variableq � t � . L'intégration de ceséquationspermetainsi de
connaîtrelestrajectoiresdu mouvementdusystème.

1.2 Principe de moindre action

La formule la plus généralede la loi du mouvementdessystèmesmécaniquesestdonnéepar
le principe de moindre action (ou principe de Hamilton). Selonce principe,il existe unefonction
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L � q �

�q � t � appeléefonction de Lagrangeou Lagrangien, homogèneà uneénergie, qui est telle que
l'intégrale

S
�

$ t2

t1
L � q �

�q � t � dt

estextrémalepour la trajectoireeffectivementsuivie par le systèmede t1 à t2 entreq � t1 � et q � t2 � ,
valeursinitialeset �nales descoordonnéesgénéralisées.L'intégraleSestappeléeactiondu système.

1.3 Équations d'Euler -Lagrang e

Enécrivantquel'action Sdusystèmedoit êtreextrémaleentrelesinstantst1 ett2, onmontrealors
que le Lagrangiendoit véri�er un systèmede n équationsdifférentielles.Ceséquations,appelées
équationsd'Euler-Lagrange(quenousnedémontreronspasici), s'écrivent:

'

i �0< 1 ��� n>

d
dt

¶L
¶�qi

�

¶L
¶qi

.

Les n coordonnéesgénéraliséesindépendantesqi peuvent donc être déterminéesde manière
uniquepar la donnéedecesystèmedifférentielet d'un ensembledeconditionsauxlimites (fournis-
santau total 2n conditionsindépendantes).Remarquonsqueles équationsmécaniquesne changent
paslorsquele LagrangienL est multiplié par uneconstante,cetteliberté correspondseulementà
un choix d'unités(L esthomogèneà uneénergie). Notonségalementquedansle casoù le système
considéréprésenteun nombrein�ni decoordonnéesgénéralisées(in�nité dedegrésdeliberté),lesn
équationsci-dessuss'écrivent commeuneéquationdépendantd'une variablecontinue.Nousallons
écriredansla suiteles équationsde Lagrangedansle casd'un systèmecontinu(Section1.5), puis
d'un systèmediscret(Section2).

Dansle contexte de la mécaniqueLagrangienne,le Lagrangiend'un systèmevautgénéralement
l'énergie cinétiqueT du systèmeà laquelleon retirel'énergie potentielleU :

L
�

T
�

U.

Les équationsd'Euler-Lagrangesontalorséquivalentesaux équationsdu mouvementfournies
parla mécaniquedeNewton.

1.4 Cas des forces non-conser vatives

Le formalismede Lagrangepermetausside modéliserun systèmesoumisà desforcesnon-
conservatives(i.e., desforcesnedérivantpasd'uneénergiepotentielleU). Onpeuteneffet associerà
la forcenon-conservative totaleFnc appliquéeausystèmeuneforcegénéraliséeQi qui estdela forme

Qi �

$

V
Fnc �

¶r
¶qi

dV,

où r désignela positiond'un point quelconquedu système,et où l'intégrale secalculesurunelon-
gueur, unesurfaceouunvolumeselonla géométriedusystème(Fnc désignealorsrespectivementune
forceparunitédelongueur, desurfaceetdevolume).Dansle casd'un systèmediscrettel qu'un sys-
tèmedeparticules,oùdesforcess'exercentsurchaqueparticuledemanièreindividuelle,l'expression
précédentes'écrit commeunesommediscrète.

Dansle casoù le systèmeest soumisà desforcesnon-conservatives, on montrealorsque les
équationsd'Euler-Lagrangepeuvents'écriresousformegénéralisée:

'

i �0< 1 ��� n>

d
dt

¶L
¶�qi

�

¶L
¶qi

�

Qi avec L
�

T
�

U.
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1.5 Exemple de la cor de vibrante

Nousallonsillustrer la méthodedeLagrangesur l'exempled'un systèmedansle planconstitué
d'unecordehorizontaletendue,maintenueensesextrémitéspardeuxforcesconstanteset opposées
quel'on noterarespectivement

�

R et R (voir FigureC.2). La cordeestsupposéeinextensible.Ce
système,connusousle nom de corde vibrante, peutpar exempleservir à modéliserunecordede
guitare.

Soit s �¬< 0 � L > l'abscissecurvilignede la corde,L étantla longueurdela corde.Commela corde
esttendueselonl'axeex, onpeutconsidérerquesesseulsmouvementspossiblessontdespetitsdépla-
cementsselonl'axe ey. Ainsi, on choisitdeparamétrerle systèmeparla fonctiony � s� correspondant
àdefaiblesdé�exionsdela cordeeny (onauraitaussipuchoisirdeparamétrerle systèmeparl'angle
q � s� entrela tangentedela cordeet l'axe ex, enchaquepointdela corde).

Nousnousproposonsd'écrire leséquationsmécaniquesdecesystème,d'unepartenutilisant le
principefondamentaldela dynamiquedeNewton,d'autrepartenutilisantleséquationsdeLagrange.
En utilisant les mêmesnotationsquepour les tigesde Kirchhoff dé�nies au Chapitre5, l'équation
d'inextensibilitédela tiges'écrit :

¶r
¶s �

t

où r � s� estla position � x � s�-� y � s��� dela cordeà l'abscisses et t � s� le vecteurtangentà la cordeens,
supposéunitaire.

L'angle de dé�exion de la cordeq serasupposéfaible : q ( 0. De plus, on négligeradansce
problèmel'ef fet de la gravité et de touteautreforce extérieureà la tige, misesà part les tensions
appliquéesauxdeuxextrémités.

FI G. C.2: Principedela cordevibrante: cordemaintenuepratiquementtenduepar desforcesappliquéesen
sesdeuxextrémités,etsoumiseà defaiblesdé�exionsselonl'axe transversey.

Résolution par la dynamique de Newton

Si l'on négligela forcerépartiedepesanteur(P
�

0), le bilan desforceset le bilan desmoments
suruneportionin�nitésimale detige,donnésparleséquations(5.11)et (5.12),s'écrivent

r Sr̈
�

¶Fint

¶s
et

¶M int

¶s
� s�

�

t 	 Fint �

0,

oùFint estla forceinternedela tigetransmiseàtraversunesection,qui estuneinconnueduproblème.
Nousprenons,commeauChapitre5 et enAnnexe B, uneloi decomportementlinéaireHookéenne
pour le matériauconstituantla tige, M int �

EI ¶q
¶s ez, où l'on a choisiunecourburenaturellenulle le

longdela tige.
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Onchercheàécrireleséquationsprécédentesenfonctiondela dé�exion y � s�

�

r � s�¢� ey. L'équa-
tion d'inextensibilitéprojetéesurlesaxesex etey donne

¶x
¶s �

t � ex �

cosq ( 1
¶y
¶s �

t � ey �

sinq ( q.

Celapermetd'intégrersimplementla fonctionx � s� : x � s�

�

s
�

Cte, etnousdonnela relation:

¶y
¶s �

q. (C.1)

Projetonsle bilandesforcessurl'axe ex. Onobtientr̈ � ex �

ẍ
�

s̈
�

0, caronsupposequ'il n'y a
pasdevariationlongitudinaledela cordeaucoursdu temps.Onendéduit

¶Fx

¶s �

0 puis Fx �

Cte,

où l'on anotéFx �

Fint � ex etFy �

Fint � ey Onala conditionauxlimitessuivante: Fx � s
�

L �

�

Rx �

R,
cequi donne�nalement:

Fx �

R.

Projetonsmaintenantle bilandesforcessurl'axe ey :

r̈ � ey �

ÿ d'où r Sÿ
�

¶Fy

¶s
. (C.2)

Cetteéquationfait apparaîtrelesdeuxinconnuesy et Fy. On cherchedésormaisà éliminer l'incon-
nueFy. Ceci estpossiblegrâceà l'équationdesmoments,qui estnon nulle sur l'axe ez et dont la
projectionsurcetaxe donne

¶Mz

¶s �

txFy �

tyFx �

0

E I
¶2q
¶s2 � s�

�

cosqFy �

sinqR
�

0

EI
¶3y
¶s3 �

Fy �

¶y
¶s

R
�

0, (C.3)

d'aprèsleséquationsd'inextensibilitéetdefaibledé�exion.EntirantFy deC.3etenremplaçantdans
C.2ona :

r Sÿ
�

R
¶2y
¶s2 �

EI
¶4y
¶s4 .

En supposantEI faible(pasdemoduleen�e xion), on retrouve leséquationsdesondesdu type:

1
C2

¶2y
¶t �

¶2y
¶s

.

Ceséquationsadmettentunesolutionoscillante,quel'on peutexprimergrâceà unedécomposition
ensériedeFourier.
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Résolution par la dynamique de Lagrang e

Le LagrangienL estunefonctionnelledela coordonnéegénéraliséey, qui s'écrit

L
�

T
�

U,

oùT estl'énergie cinétiquedu système,etU estl'énergie potentielle.
Leséquationsd'Euler-Lagrangedonnentl'évolution du systèmemécaniquedansle temps(équi-

valentesauprincipefondamentaldela dynamiqueprécédemmentappliqué):

d
dt

¶L
¶�y �

¶L
¶y

.

CalculonsL pournotresystèmeenfonctiondey, encommençantparle calculdeT :

T
�

1
2

$ L

0
r S y

¶r
¶t

z

2

ds
�

1
2

r S
$ L

0
�y2 ds.

CalculonsmaintenantU. Lesforcesextérieuresappliquéessurlacordesontuniquementlesforces
horizontalesR et

�

R, appliquéesrespectivementàl'extrémitédroiteetgauchedela corde.Cesforces
sontconstantesdoncconservatives.Calculonsle travail élémentaireassociéàchacunedecesforces:

dWR �

R � d
�

d
�

d
�

oùd
�

d
�

d
�

, estundéplacementélémentairedu pointà l'extrémitédela corde.
La forceR netravaille queselonl'axe ex donc

dWR �

RdxL.

DemêmeoncalculedW
�

R �
�

Rdx0 �

0 avecla conventiondx0 �

0.
LesforcesR et

�

R sontconservativeset l'énergie potentielleUR associéeestdonc

dUR �
�

dW
�

�

RdxL, soit UR �
�

RxL �

Cte.

EnchoisissantU
�

0 enxL �

L, onendéduitla constanted'intégration,cequi donnel'expression

UR �
�

R � xL �

L � .

CalculonsxL. Si, commeprécédemment,on fait l'approximationaupremierordrex
�

s , on ob-
tientun travail nul dela force,cequi n'estpassatisfaisantici (c'était suf�sant dansle casprécédent).
Onvadoncfaireuneapproximationdex ausecondordre(i.e. on autoriseun légerdéplacementdela
cordeenx). Si l'on reprendleséquationsd'inextensibilité,celadonne:

¶y
¶s �

t � ey �

sinq ( q
¶x
¶s �

t � ex �

cosq ( 1
�

q2

2
.

Alors,

xL �

$ L

0

¶x
¶s

ds
�

$ L

0
1

�

q2

2
ds

�

L
�

1
2

$ L

0
y

¶y
¶s

z

2

ds.

Onadoncl'énergie potentielleUR relative àR qui s'écrit :

UR �

1
2

R
$ L

0
y

¶y
¶s

z

2

ds.
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Il faut aussiprendreen comptel'énergie potentielleélastiqueinterneà la corde,dueà la force
interneFint (pourl'instant onnenégligepasle moduleen�e xion E I). Cetteénergie s'écrit :

UFint �

EI
2

$ L

0
y

¶q
¶s

z

2

ds
�

EI
2

$ L

0
y

¶2y
¶s2 z

2

ds.

Alors l'énergie potentielletotales'écrit

U
�

UR �

UFint �

1
2

R
$ L

0
y

¶y
¶s

z

2

ds
�

EI
2

$ L

0
y

¶2y
¶s2 z

2

ds,

puisle LagrangienL ,

L
�

1
2

S
$ L

0
�y2 ds

�

1
2

R
$ L

0
y

¶y
¶s

z

2

ds
�

EI
2

$ L

0
y

¶2y
¶s2 z

2

ds.

Calculonsmaintenantles termes¶L
¶y et ¶L

¶�y . On a pardé�nition de la fonctionnelleL (dépendant
dela fonctiony � s� , i.e., d'unein�nité dedegrésdeliberté):

dL
�

$ L

0
y

¶L
¶y

dy
�

¶L
¶�y

d�yz ds. (C.4)

La différentielledL s'évaluepourunepetiteperturbationdy :

dL
�

L � y
�

dy�

�

L � y�

�

T � y
�

dy�

�

T � y�

�

� U � y
�

dy�

�

U � y��� .

CalculonslesdifférentiellesdT et dU :

dT
�

T � y
�

dy�

�

T � y�

�

r S
$ L

0
�y
¶ � dy�

¶t
ds

�

r S
$ L

0
�yd�yds

et dU
�

U � y
�

dy�

�

U � y�

�

R
$ L

0

¶y
¶s

¶ � dy�

¶s
ds

�

EI
$ L

0

¶2y
¶s2

¶2
� dy�

¶s2 ds.

Danscetteexpression,onfait sortir le termeendy enintégrantparpartieunefois le premierterme
(signe

�

), et deuxfois le deuxièmeterme(signe
�

). Celadonne:

dU
�

Cte
�

R
$ L

0

¶2y
¶s2 dyds

�

EI
$ L

0

¶4y
¶s4 dyds.

Onaalors

dL
�

$ L

0
y r S�yd�y

�

� R
¶2y
¶s2 �

EI
¶4y
¶s4 � dyz ds

�

Cte,

et paridenti�cation avecl'expression(C.4),

¶L
¶y �

R
¶2y
¶s2 �

EI
¶4y
¶s4 et

¶L
¶�y �

r S�y.

En remplaçantdansl'équationd'Euler-Lagrange,on obtientainsi

r Sÿ
�

R
¶2y
¶s2 �

EI
¶4y
¶s4 ,

qui estbiensûrla mêmeéquationquecelleobtenueparla dynamiquedeNewton.
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2 Discrétisation d'un modèle Lagrangien

Dansla méthodeprécédente,le LagrangienL étaitunefonctionnelle,qui dépendaitde la fonc-
tion continuey � s� (prenantunein�nité devaleurpours �Ç< 0 � L > ). La méthodeLagrangiennediscrète
consisteà réduirel'ensembledesvaleursprisespary � s� à un nombrediscretdevaleursyi , et doncà
considérerle Lagrangiencommeunefonctiondépendantnonplusd'unein�nité dedegrésdeliberté,
maisdesn degrésdelibertéyi :

dL
�

n

å
i I 1

y

¶L
¶yi

dyi �

¶L
¶�yi

d�yi z . (C.5)

Toutrevientmaintenantàchoisircorrectementlesyi . Le systèmephysiquecorrespondantn'existe
pasforcémentdansla réalité,maisil auratouteslespropriétésphysiquessouhaitées(notammentla
conservationdesonénergie).

FI G. C.3: Systèmedecordevibrantediscrète, à nombre �ni dedegrésdeliberté yi .

On peutparexemplechoisircommeyi lesdé�exionsdespointssi dela corde,régulièrementes-
pacéesd'une longueurDL. Cemodèlecorrespondà unecordephysiquetenduequi seraitcontrainte
à passerdansn anneauxrégulièrementespacésselonl'axe x, et mobilesselonl'axe y. Lesyi corres-
pondentalorsauxvraisdegrésdelibertédecesystèmephysique.

Calculonsles énergiesT et U les énergiescinétiqueset potentiellespour ce nouveausystème
dynamiquediscret.Par analogieavec les énergies continuescalculéesprécédemment,on peutpar
exempleproposerlesénergiessuivantes(poursimpli�er, onnégligele moduleEI en�e xion, etdonc
l'énergie élastiqueinterneà la corde):

T
�

1
2

r S
n

å
i I 1

�y2
i DL et U

�

1
2

R
n

å
i I 1

y

yi
�

1 �

yi

DL
z

2

DL.

Pourunepetitevariationdechaquedegrédeliberté
'

i � yi �

dyi, ona :

dT
�

r S
L

å
0

�yi d�yi DL.

dU
�

R
n

å
i I 1

y

yi �

yi
�

1 �

yi
�

1

DL
z dyi .

Par identi�cation avecl'expressiondedL en(C.5),celadonne:

¶L
¶yi

�

R
yi

�

1 �

yi �

yi
�

1

DL
et

¶L
¶�yi

�

r S�yi DL.
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Et enremplaçantdansleséquationsd'Euler-Lagrange:
'

i � r Sÿi �

R
yi

�

1 �

yi �

yi
�

1

� DL �

2 ,

où l'on reconnaîtun Laplaciendiscretdansle membrededroite.
Cesystèmeestgarantideconserver sonénergie,puisqu'il obéitauxéquationsd'Euler-Lagrange.

Ainsi, la méthodeLagrangiennepermetasseznaturellementde réduireles degrésde liberté d'un
systèmecontinu,etd'écriredeséquationsphysiquesdiscrètescohérentespourun tel système.
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ANNEXE D

Processus de reconstruction d'une
Super-Hélice

Nousnousproposonsdanscetteannexe demontrercommentil estpossibledecalculeranalyti-
quementla formed'unetigedeKirchhoff à courbureset torsionconstantes.

LemmeD.1 SoitYYY unvecteurde C

3 constant,et f uneapplicationde C dansC

3, solutiondel'équa-
tion différentielle:

¶f � s�

¶s �

YYY 	 f � s� (D.1)

Alors le vecteurf � s� tourneà la vitesseconstante
N

YYY
N

autourdel'axe YYY.

Preuve:
L'équation(D.1) estvectoriellede dimension3, linéaire(car l'opérateur 	 est linéaire),et du

premierordre.L'ensembledessolutionsadmissiblesestdoncun espacevectorielde dimension3.
Exhibonsunebasepourcetespacedessolutions.Soienta etb deuxapplicationsde C dansC

3, telles
que

'

s � a � s�-� b � s�-� YYY � estunebaseorthogonaledirecte,et lesvecteursa � s� et b � s� sontobtenuspar
rotationdesvecteurs�x esa � 0� et b � 0� autourde l'axe YYY, d'angle

N

YYY
N

s. Les vecteursa � s� et b � s�

tournentdoncautourdeYYY à la vitesseconstante
N

YYY
N

.
Il estaisédevoir quechacundesvecteursdela basetournante� a � s�-� b � s�-� YYY � véri�e bienl'équa-

tion (D.1) (voir Schéma).Cettebaseconstituedoncun systèmefondamentaldesolutionspour(D.1),
et la solutiongénéralede(D.1) peuts'écrire:

f � s�

�

a a � s�

�

bb � s�

�

gYYY où � a � b � g�È�ÉC

3.

Le vecteurf � s� estdonc�x e dansla basetournante� a � s�-� b � s�-� YYY � , cequi signi�e qu'il tourneà
la vitesseconstante

N

YYY
N

autourdel'axe �x eYYY.

ª
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FI G. D.1: Rotationà vitesseconstanteautourdeYYY dela base(a v b).

Propriété D.1 Si k1, k2 et t sontconstantesle long de la tige deCosserat (ie. indépendantesdes),
alors la con�guration dela courbemoyenner dela tige estunehélice.

Preuve:
Soientk1, k2 et t supposéesconstantesle longdela tige.Alors le vecteurrotationWWWestconstant

le long dela tige.En effet :

¶WWW
¶s �

k1
¶n1

¶s �

k2
¶n2

¶s �

t
¶t
¶s

�

k1 � t n2 �

k2 t �

�

k2 �

�

t n1 �

k1 t �

�

t � k2n1 �

k1n2 � par(5.9)

�

0.

Celasigni�e, d'aprèsle lemmeD.1,quele longdela tige,chaquevecteuru i durepèrematérielFFF
tourneàvitesseconstanteautourdeWWW, qui est�x e.

Plaçons-noustout d'aborddansle casparticulieroù k1 �

k2 �

0. Alors l'équationcinématique
pourt devient ¶t

¶s �

0, et doncparintégration: t � s�

�

Cte
�

t � 0� . On calculela con�gurationr � s� de
la courbeparintégrationdet � s� , cequi donner � s�

�

r � 0�

�

t � 0� s. La tige estdoncrectiligne(hélice
dégénérée),dedirectiont � 0� .

Désormais,k1 M
�

0 etk2 M
�

0. Posonsk
�

š

k2
1 �

k2
2. La composantelongitudinaleselonWWW de

chaquevecteurui estconstante,tandisquela composantetransversede chaqueu i tourneà vitesse
constantedansle plan normalà WWW. En particulier, l'expressionanalytiquede t � s� estdonnéepar la
rotationdet � 0�

�

t0 autourdeWWW:

t � s�

�

t Ê0 �

t Ë0 cos� Ws�

�

WWW 	 t
Ë0

W
sin� Ws� , (D.2)

où t Ê0 et t
Ë0 sontlesdécompositionsaxialeset normalesrespectivementparrapportauvecteurWWW

W :

ˆ

t Ê0 �

� t0 � www� www

t
Ë0 �

t0 �

t Ê0

où l'on aposéwww
�

WWW
W.

Pourtrouver la con�gurationr � s� dela tige, il suf�t d'intégrerl'équation(D.4) :

r � s�

�

r � 0�

�

t Ê0 s
�

t Ë0
sin� Ws�

W �

WWW	 t Ë0
1

�

cos� Ws�

W2 . (D.3)
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FI G. D.2: UnetigedeKirchhoff caractériséepar descourbureset torsion ‰ k i Š i Ì 1 • 2 • 3 constantesprendla forme
d'une hélicecirculaire, de rayonr et de pasD. Le vecteurde DarbouxWWW, constantdansce cas,permetde
dé�nir unebase‰ v0 v v1 v v2 Š adaptéeà la tige [AP07]

En écrivantlescomposantesaxialeset normalesder � s� ,
ˆ

� r � s�

�

r � 0���

Ê

�

t Ê0 s

� r � s�

�

r � 0���

Ë

�

t Í0
W sin� Ws�

�

WWW 	

t Í0
W2 cos� Ws�

�

Cte,

on remarquequela premièrecomposantesuit un mouvementuniformele longdel'axe, tandisquela
secondecomposantetourneàvitesseconstanteautourdeWWW, carlesdeuxvecteursapparaissantdevant
les termesen sinuset cosinusont mêmenorme.L'équationde r estdoncbien celle d'une hélice
circulaire,d'axe parallèleàWWW.

ª

Audoly et Pomeau[AP07] ont montréplusprécisémentqu'il existait unebaseorthonormée
3

v i 5

adaptéeàla tigedecourbureset torsionconstantes,grâceà laquelleonpeutexprimersimplementles
quantitést Ê0 et t

Ë0 . Onobtientalorslesexpressionsanalytiquessuivantespourt � s� et r � s� :

t � s�

�

t
W

v0 �

k
W

cos� Ws� v1 �

k
W

sin� Ws� v2. (D.4)

et r � s�

�

r � 0�

�

J

t
W

v0
K s

�

J

k
W

v1
K

sin� Ws�

W
�

�

J

k
W

v2
K

1
�

cos� Ws�

W
. (D.5)

On en déduitque l'hélice forméepar r a pour pasD
�

2p ¾

t
W2 ¿

. De plus, saprojectionsur le
repèreplan � r � 0�-� v1 � v2 � estun cerclede rayonr

�

k
W2 , centréen � 0 �

k
W2 � (ce cerclepassedoncpar

r � 0� , commeindiquésurla FigureD.2).
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10 kg Ã m3
Ã sÂ
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Simulation de CheveluresVirtuelles

Du fait de l'importanceaccruedespersonnagesvirtuels danstous les secteursdu loisir numérique,la
simulationdecheveluresestdevenue,cesdernièresannées,un thèmede recherchetrèsactif en informatique
graphique.Parailleurs,la simulationphysiquedecheveuxattiredeplusenplusl'attentiondescosmétologues,
qui voientdansle prototypagevirtuel unmoyenef�cace pourmettreaupoint desproduitscapillaires.

Cettethèses'attaqueàdeuxgrandesdif�cultés antagonistesliéesàla simulationdechevelures: d'unepart,
la simulationen tempsinteractif d'une chevelurecomplète; d'autrepart, le réalismephysiquede la formeet
dumouvementd'unechevelure.

Dansunpremiertemps,nousélaboronsdenouveauxalgorithmesvisantàréduirele coûtdecalculinhérent
auxméthodesclassiquesd'animationdechevelures.Nosapprochesexploitentpourla premièrefois l'animation
multi-résolutionet le renduvolumiquedelongscheveux,donnantlieu à dessimulationsinteractives.

Dansun secondtemps,nousproposonsun modèlephysiquementréalistede chevelure,réaliséen colla-
borationavec desspécialistesen modélisationmécaniqueet en cosmétologie.Nousprésentonstout d'abord
le modèlemécaniqueprécisde cheveu unique,issude la théoriede Kirchhoff sur les tigesélastiques,dont
nousavonsparticipéà l'élaborationau coursde ce partenariat.Étenduà l'échelle de la chevelurecomplète,
ce modèleestensuiteappliquéà la générationréalistede coiffuresnaturellesstatiques,puis à la simulation
dynamiquedecheveluresd'originesethniquesvariées,avantd'être�nalementvalidéà traversunensemblede
comparaisonsavecle réel.

Mots-clefs : cheveux, personnagevirtuel, simulationde phénomènesnaturels,modèlephysique,animation
multirésolution,renduvolumique,mécaniquelagrangienne,tige deKirchhoff, synthèsed'images.

Simulation of Virtual Hair

Due to therecentwide spreaduseof virtual charactersin many �elds of theentertainmentindustry, hair
simulationhasbecomea very active researchtopic in computergraphics.In addition,thephysicalsimulation
of hair is attractinggreaterattentionfrom cosmeticexperts,who perceive virtual prototypingasan effective
meansfor developinghair careproducts.

This thesisfocuseson two major issuesrelatedto thesimulationof hair : The interactive simulationof a
full headof hair, andthephysicalrealismof theshapeandmotionof hair.

We �rst developnew algorithmsaimedat reducingthecostof calculationinherentin traditionalmethods
for hair simulation.Our approachesexploit for the �rst time a multi-resolutionschemefor hair animationas
well asvolumic renderingof longhair, leadingto interactivesimulationsof full headsof hair.

Secondly, we proposea realisticphysicallybasedmodelfor hair, realizedin collaborationwith expertsin
the �elds of mechanicalmodelingandcosmetology. Within this partnership,we took part to thedevelopment
of anaccuratemechanicalmodelfor asinglehairstrand,whichis baseduponthetheoryof Kirchhoff onelastic
rods.In thefollowing of our work, this modelis scaledto a full headof hair, andthenappliedto therealistic
generationof staticnaturalhairstyles,aswell asto thedynamicsimulationof hair from variousethnicorigins.
Finally, we validateour approachthroughaseriesof comparisonsbetweenvirtual andrealhair.

Keywords : hair, virtual character, simulationof naturalphenomena,physicallybasedmodel,multiresolution
animation,volumerendering,lagrangianmechanics,Kirchhoff 'srod,computergraphics.

ÉcoleDoctoraledeMathématiques,Scienceset Technologiesdel'Information, Informatique
ProjetEVASION, LaboratoireGRAVIR - IMAG/INRIA,

INRIA Rhône-Alpes,655av. del'Europe,38334Saint-IsmierCedex, France


